Induccion matematica

A menudo deseamos probar proposiciones de la forma Vn € N, p(n). Por
ejemplo:

(1)VneN, 1+2+3+ - +n=3n(n+1).

(2)VneN, (n—2)?2=n%—-2n+4.

(3) ¥n € N, n par implica n? par.

Proposiciones (2) y (3) se pueden probar usando la técnica de variable
“fija pero arbitraria” que vimos anteriormente (ejercicio para el lector), pero
esto no funciona para la proposicién (1).

Una razon para esta dificultad es que el lado izquierdo de la igualdad no
esta en forma cerrada y, por lo tanto, no se puede manipular algebraicamente.

En efecto, atin para entender que significa la expresion del lado izquierdo
tenemos que recurrir a una propiedad de los nimeros naturales: Dado un
numero natural k£ existe un “siguiente” niimero natural, que se llama k£ + 1.

Asi, podriamos esperar que una demostracién de (1) involucre esta pro-
piedad “siguiente”de los nimeros naturales.

En efecto, la propiedad de N a que nos referimos es uno de los cinco
postulados de Peano para los niimeros naturales. El lector interesado en los
fundamentos axiomaticos de N puede consultar la bibliografia: E. Landau,
Foundations of Analysis, Chelsea, New York, 1951.

Axioma 1 (Principio de induccién matematica) Sea S C N con la propiedad
que:

a)les.

b)VEeR ke S—k+1eS.

Entonces S = N.

podemos usar el principio de inducciéon matematica para probar una proposi-



cién de la forma Vn € N, p(n) haciendo
S ={neN: p(n) es verdadera }.

Asi, consideramos que p(1) es verdadero (1 € S) y p(k) — p(k+ 1) (k €
S— k+1€S)entonces S =N 6

VneN, pn).

En consecuencia, demostraciones usando el principio de inducciéon matemaética
toman la siguiente forma:

a) Mostrar que p(1) es verdadero.

b) Mostrar que p(k) — p(k + 1).

Ejemplo: Demostrar que Vn e N, 1 +24+3+---+n = %n(n +1).
Aqui p(n) es “1+2+3+4---+n=1in(n+1)". Asi p(1) es

“ = %(1)(1 +1)°

que es claramente verdadero.

Para completar la induccién se debe demostrar que una cierta implicacion
(Vk, p(k) — p(k + 1)) es verdadera.

Usaremos nuestro método directo de demostracion para esta proposicion:
Elegimos un niimero natural & fijo pero arbitrario, asumimos que la hipdtesis
(p(k)) es verdadera y deducimos la validez de la conclusién(p(k + 1)).

Para comenzar, sea k € N. Supongamos que p(k) es verdadero, esto es,

1
L2434+ k= Sk(k+1).

Entonces,

1424+3+--+k+k+1 = —k(k+1)+(k+1)

N =

k+ 1)(%k +1)

(k + 1)(k +2).

N | —



Asi, p(k + 1) es verdadero, lo que completa la demostracion.
Ejemplos

a) Six > 0 entonces Vn € N, (1 +z)" > 1+ 2™
Demostracion por induccion: Cuando n =1 se tiene 14+2x > 1+ x lo cual
es verdadero.

Supongamos que z > 0, k € Ny (1 +z)* > 1+ z*. Entonces

1+z) = (1+2)"1+u)

> (1+2%)(1 + )
= 142"+ 4+2F

lo que completa la demostracién.

b) Vn € N, n? <n.
Cuando n = 1 se tiene 12 < 1 lo cual es verdadero.

Supongamos que k € N y k? < k. Entonces
(k+1°<k+1

implica
B +2k+1<k+1

K+ 2k < k

lo cual implica
K <E,

que es nuestra hipotesis original, supuesta verdadera. Esto completa la de-

mostracion.



Observe lo sorprendente que resulta la proposiciéon anterior.

Ciertamente el resultado anterior es falso, de manera que debe existir
algin error en la demostracion.

El ejemplo b) muestra un error comiin que se comete al empezar a manejar
el método de induccion.

Un analisis muestra que en la prueba anterior se asume la conclusion y
entonces se obtuvo la hipdtesis, una forma de demostracion que nunca es
valida.

Si todas las las implicaciones pudiesen ser revertidas, se podria construir
una demostracién valida invirtiendo el orden de los pasos, pero en este caso
el tltimo paso no puede ser invertido (k? < k no implica k? + 2k < k).

El punto es: Mientras se puede intentar “trabajando a la inversa”desde la
conclusion a la hipdtesis, buscando un método de demostracion; para tener
una demostracion valida debemos ser capaces de revertir todas las implica-
ciones.

Veamos ahora otro ejemplo (esta vez correcto).

c)Vn €N, Dya" = nx" ! (aqui D, representa la derivada con respecto
ax).
Cuando n = 1 se tiene Dyz! = 1-2'~! =1 lo cual es verdadero.

Supongamos que k € Ny Dyz¥ = kz*~!. Entonces

D" = Dyx-ab=1-2"+2- k!

= 28+ kot = (k+1)2"

lo que completa la demostracion.

3 — n es divisible por 3. En simbolos:

d) Para cada nimero natural n, n
Vn eN, 3|n3 —n.
Recordemos que a|b sy y sélo si Ic¢ € Z 3 b = ac.

Cuando n = 1 se tiene 3|1%> — 1 6 3|0 lo cual es verdadero ya que 0 = 3-0.
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Supongamos ahora que k € N y 3|k* — k. Esto significa que existe un

entero, digamos m, tal que k% — k = 3m. Luego,

(k+1P—(k+1) = K +3+3k+1-k-1
= (K*—k)+3(k*+k)
= 3m+3(k*+ k)
= 3(m+k*+k)

asi (k+1)* — (k+ 1) es divisible por 3, completando la prueba.

El principio de inducciéon matematica puede ser generalizado de la si-

guiente forma: Si S C Z tiene las propiedades:
a) ng € S
b)VneZ,n>ny,neS —n+1ecS entonces{n €z :n>ng} CS.

Si ademas, ng es el menor elemento de S, entonces
{nezZ:n>n}=05.

Observe que el principio de induccion matematica es un caso especial con

n():l.

Como un ejemplo de aplicacién, consideremos el siguiente:
e)VneN, n>13 n* < ()"

Aqui nuestro paso base es n = 13. Observemos que

1594323 3\ *?
132=1 194 < ————= = (2
3 69 < 194 < — = (2)

por lo tanto nuestro paso base es verdadero.
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ahora, supongamos que n > 13 y n? < (%)” Entonces

2 122
m+1)* = (1+=) n
n
12
1_ 2
< (+13)n
3
<§n2
<§§n_§n+1
2\2) \2 '

Esto completa la prueba.

0.1 Formas equivalentes de induccion

En esta seccién discutiremos dos proposiciones equivalentes al principio de
induccién matematica. En algunas situaciones una de estas formas puede ser
mas facil de usar que otras. La primera es conocida como el principio del
buen orden:

Sea S un subconjunto no vacio de N. Entonces S tiene un menor elemento;
esto es, existe y € S tal que para cada x € S, y < x.

El segundo es conocido como el principio de induccion completa:

Si S es un subconjunto de N tal que :

a)les,

b)VneN, {1,2,3,...,n} CS —n+1€ S, entonces S = N.

Observe que el principio de induccién completa parece estar cercanamente
relacionado con el principio de inducciéon matematica. Por otra parte, la
conexion entre los dos anteriores y el principio del buen orden no parece ser

tan clara.



En lo que sigue demostraremos que los tres principios enunciados son,
realmente, equivalentes. Asi, podriamos elegir cualquiera de ellos como axio-

ma y probar el resto como teorema.

Teorema 2 Suponga que el principio de induccion matemdtica es verdadero

y sea S un subconjunto no vacio de N. Entonces S tiene un menor elemento.

Demostracion. Haremos una prueba indirecta. Supongamos que S es un
subconjunto no vacio de N que no tiene un menor elemento. Sea S¢ el com-

plemento de S; esto es, S¢ =N — S. Se define
T={xreN: paracaday <z ,y € S}.

Entonces ya que 1 € S¢ (pues si 1 € S, entonces 1 debe ser el menor elemento
de SyaqueVe e N 1<x),1€T.

Supongamos ahora que k£ € T'. Debido a la forma en que T esta definido,
esto significa que 1,2,--- , k deben ser todos elementos de S°.

. Qué podemos decir de k +1 7

Sik+ 1€ S, entonces debe ser el menor elemento de S (pues 1,2,--- |k
estan en S°) lo que no es posible ya que S no tiene un elemento menor. Por
lo tanto, k + 1 € S¢. Esto implica que k+1 € T.

Luego por el principio de induccion matematica, 7' = N. Esto significa
que S¢ = N (por la definicién de T'). Pero, como S¢ = N — S| entonces S = ()
lo que es una contradiccion. Por lo tanto, S debe tener un menor elemento.

Teorema 3 Suponga que el principio del buen orden es verdadero y sea S
un subconjunto de N tal que

a)les,

b)VneN, {1,2,3,....n} CS—n+1€S.
Entonces S = N.



Demostracion. Suponga que S es como antes y consideremos S¢. Si S¢ = (),
entonces S = N. Supongamos, por lo tanto, que S¢ # ().

Por el principio del buen orden, S¢ tiene un menor elemento, digamos .
Observemos que y # 1 ya que 1 € S (por hipétesis a)). ;{Qué podemos decir
sobre 1,2,...,y — 17

Notese que todos ellos deben ser elementos de S, pues de otra manera
uno de ellos deberia ser el menor elemento de S¢ en vez de y.

Asi, por hipdtesis b), y € S. Pero esto es una contradiccién pues y € S€.

Luego, S¢ = () lo que significa que S = N. .

Teorema 4 Suponga que el principio de induccion completa es verdadero y
sea S un subconjunto de N tal que

a)les

b)VneN,neS—n+1ebS.
Entonces S = N.

Demostracion. Suponga que S tienen las propiedades a) y b) anteriores.
Usaremos el principio de induccién completa para probar que S = N.
Ya que Vn € N, {1,2,3,...,n} € S — n € S es una proposicién

obviamente verdadera, se tiene por b)
VneN, ({1,2,3,....n} CS—neS)A(neS—n+1€5)

lo que implica Vn € N, {1,2,3,....n} CS—n+1€S.
Luego, S satisface las hipétesis del principio de induccién completa y, en

consecuencia, S = N. .

Veamos ahora como podemos utilizar estas formulaciones alternativas del

principio de inducciéon matematica para probar proposiciones.

Teorema 5 \/§ es irractonal.



Demostracion. Procederemos indirectamente.
Supongamos que V/2 es racional; esto es, supongamos que existen nimeros

naturales r, s tales que V2 = L Entonces
s
S ={keN : k=nV2 para algin n € N}

es un conjunto no vacio de nimeros naturales (en particular, sv/2 = r, luego
res).

Sea y € N tal que = = yv/2.

Ahora y(\/§ — 1) = & — y es un nimero natural menor que y (puesto que
0<vV2-1<1—0<y(WV2—-1)<ye—0<z—y<uy).

Luego, z := y(v/2 — 1)v/2 es menor que = (ya que y(v2 — 1)v/2 = (z —
YIV2 <yv2 =)

Pero 2 = 2y —yv2 = 2y —x. Luego, 2 € Nyz e S (yaquez —y <
y— 2 <2yyz=1y(v2—1)v/2 con y(v/2 — 1) = x — y un ntimero natural
menor que y segun vimos).

Asi, se tiene una contradiccién pues z € S y es menor que z. Luego, S

debe ser vacio. Por lo tanto v/2 es irracional. .

Como otro ejemplo del uso del principio del buen orden, probaremos el

siguiente resultado.

Teorema 6 (Algoritmo de divisién) Sean a, b € N. FEntonces ezisten

enteros q, r tales que

a=bg+r con 0 <r<hb.

Demostracion. Sean a,b € N y sea
S={a—bk : k€Z,a—0bk>0}.
Observamos que S # ) puesa=a—0b-0¢€ S.
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Por el principio del buen orden, S tiene un menor elemento, digamos
r=a— bq.

Claramente, r es un entero y a = bq + r. Por lo tanto, sélo debemos
probar que 0 < r < b.

Por la definicion de S, r > 0. Si r > b, entonces
(I—b(q+1):r_b207

por lo que r — b debe ser un elemento de S. Pero r > r — b lo que es una

contradiccién (pues r es menor elemento de ). Asi, r < b. .

Como un ejemplo de un resultado usando principio de inducciéon completa,

consideremos el siguiente.

Teorema 7 Sea n € N. Entonces n = 1, n es un numero primo o n es un
producto de nimeros primos (recuerde que un nimero primo es un numero

natural cuyos unicos factores son 1 y el mismo nimero).

Demostracion.  Si se define p(n) como la proposicién “n =1 é n es un primo
6 n es un producto de primos”entonces deseamos probar que Vn € N, p(n).
Sea

S ={n €N : p(n) es verdadero }.

Claramente 1 € S.

Ahora supongamos que 1,2, ...,k son todos elementos de S y considere-
mos k + 1.

Si k + 1 es un primo, la prueba esté concluida.

Supongamos que k + 1 no es primo.

Ya que k + 1 no es un primo este debe tener factores menores que él

mismo (y mayores que 1), digamos 7 y s; esto es,
k+1=r-s.
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Ahora, r y s son ambos elementos de S (pues son menores que k + 1) y asi
son primos o bien productos de primos.
Pero entonces se ha escrito k + 1 como un producto de primos, y luego

k+ 1€ S. Por el principio de induccién completa, se tiene S = N. .

0.2 El binomio de Newton

Como una aplicacién adicional del principio de inducciéon matematica, vamos
a probar en esta seccion el conocido Teorema del binomio de Newton.
A fin de enunciar el resultado, requerimos definir el siguiente objeto

matematico: Dados n, k € N tales que k£ < n denotamos

n n!
( 2 ) " kl(n— k)

donde p! =1-2----p (p € N) corresponde al llamado factorial de un nimero

natural p. Asi, por ejemplo,

=1
2 = 1-2=2
3 = 1-2-3=6.

n
El simbolo ( N ) se lee “n sobre k7 y posee las siguientes propiedades, entre

otras.



La demostracion de las identidades anteriores no son dificiles y se dejan

como ejercicio para el lector.

Recordemos que el simbolo
>
k=1
donde a; € R para cada n € N, denota la suma:

a1+ as +ag+ -+ a,.

Con las notaciones precedentes, podemos enunciar y probar el siguiente.

Teorema 8 Dados a,b € R yn € N se tiene

(a+b)" = Z ( Z ) a" Rk

k=0

1
1
Demostracién. Cuando n = 1, se tiene (a +b)! = Z L ) a'7*b* 1o cual

k=0
es claramente verdadero ya que la suma del lado derecho es igual a:

e (D) e
0 1

Supongamos ahora que el teorema es verdadero para n. Debemos probar que

k=0

n+1
1
(a+ b+ = Z < ”Z ) Q" —kpk
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Para este fin, escribimos:

(a+0b)"* =

Desarrollamos el tercer sumando, haciendo t = k£ + 1. Luego
n n+1
Z ( n ) QR — Z < n > a1t
k=0 k t=1 t—1

Como t es una variable fija pero arbitraria podemos escribir

n n+1

n n—kpk+l _ ( n ) n+l—kpk
E a” b = E a b".
k=0 < k ) k=1 k—1

Luego, queda:

R

(CL+ b)n+1 — n an—i—lbO + Z (
0 k=1
0 k=1

n
+ aObn—H

n+1
an iRk 4 n Gk pk
n+1 n
an—l—l—kbk_l_ an—i—l—kbk
) 2\

()2 e (2

13
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Usando la propiedad (2) vista previamente, obtenemos que lo anterior es

n a”“bo—i-i n+1 anHkpk n O
0 —1 k n

Ahora, no es dificil ver, por definicién, que

()= ()-()

Luego, la expresion (x) es lo mismo que
n+1 a0 o Z n+1 L +1 Oprt
0 1 k n—+1

i 1
_ ( n+ ) an—i—l—kbk’
k=0 k

que es lo que queriamos probar. .

igual a
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0.3 Ejercicios

1. Pruebe usando induccion:

a)

b)

c)

. 1)(2n + 1
vneN,Zﬁ:”(”* )6(n+ )
=1

¥n €N, Zn:ﬁ: {”("_“)r

, 2
=1

n 1 .

VneN _ _
"e ’Z(2i+1)(2i—1) 2n + 1

i=1

VneN > (3i-1)= g(3n+ 1).

i=1

S
v N 3Z71: )
n < ,;Zl 5
1. n(n+1)(n+2)
Z 1) = '
VneN, E 2z(z—|— ) :

i=1

VneN, ZiQi_l =14 (n—1)2"
=1

¥n €N, zn:(?)z'—g) - M

=1

2n —1)(2 1
VneN,12+32+52+...+(2n_1)2:”(” )(2n + )_

3
WmEN 1449 4oyt = MUnF D+ 130" +3n 1)
7 30 '
VneN 15+25+...+n5:”2(”+1)2(2n2+2n—1)
7 12 ‘
VneN 16420 4... 46 =" 0 v

1 2
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Z

1)(4n —1
VnEN,1-2+3.4+5.6_|_...+<2n_1)(2n):n("+ )3( n )

VneN 1-2:342-3-4+43-4-54-+nn+1)(n+2) =

n(n+1)(n+2)(n +3)

4
Vn €N, 22" — y*" es divisible por (z — y).

Vn e N, 227! 4 ¢! es divisible por (z + y).
Vn € N, n? + 2n es divisible por 3.

Vn €N, 2n + (—1)""! es divisible por 3.

Vn €N, 10" + 3 - 4" + 5 es divisible por 9.

Vn €N, 5" + (—1)"*! es divisible por 13.

Vn €N, 72" + 16 — 1 es divisible por 64.

Vn e N, 2304|(72" — 48n — 1).

VneN, 1/VI+1/V2+-+1/y/n<2yn—1.
Vn eN, 1F 28 ... pnk < phtl

VneN, (1+2)">1+nx,siz>—1.

2. Encuentre el menor entero positivo j para el que el enunciado es ver-

dadero; con el principio extendido de induccién matemaética pruebe que

la férmula es verdadera para todo entero mayor que j.

a
b

C

)
)
)
d)
)
)

@D

f

n—+ 12 < n?.
n? + 18 < n3.
5 +logyn < n.
n? < 2",
2n+ 2 < 2™,

nlogyn + 20 < n?.

16



3. Exprese la suma en términos de n.

n

a) > (k*+3k+5).

k=1
b) i(?ﬁ — 2k +1).
) > (2k—3).

n

d) ) (K 2k — k+4).
k=1

4. Evalte la expresion.
a) 2!6!

b) 710!
8l
51

7
e) 5)

13
b 4)

5. Reescriba las siguientes expresiones sin factoriales.

(2n +2)!
2) (2n)!

(3n+1)!
b) (3n —1)!

6. Utilice el teorema del binomio para expandir y simplificar.
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a

o

C

)
)
)
d)
)
)
)

@

f
g

7. Sin expandir por completo, encuentre los términos indicados en la

expansion de la expresion.

a) (32 + )P, primeros tres términos.
b) (40~ —3b)"%; ultimos tres términos.
3 2\’
c) <— + Z) ; sexto término.
c
d) (u+ 41})8; séptimo término.
e) (2124 y/2)8; término del medio.
f) (2y + 2?)%; término que contiene x'°.
g) (36 —2a*)%; término que contiene b°.
h) (33: — ﬁ)(j; término que no contiene .

a) <1>:<n_1>;paran21.
b) <O>:<n>;paran20.
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