LÓGICA ELEMENTAL

Una proposición es un enunciado que puede calificarse como verdadero o falso. Dos proposiciones son equivalentes si tienen siempre los mismos valores de verdad.

Operadores lógicos
La negación de una proposición es falsa si ésta es verdadera y verdadera si es falsa. La tabla de verdad es

	P
	P

	F
	V

	V
	F


La conjunción, denotada por 
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, se define mediante la siguiente tabla

	P
	Q
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La disyunción, denotada por 

, se define mediante la siguiente tabla

	P
	Q
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La implicación o condicional, denotada por 
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, se define mediante la siguiente tabla

	P
	Q
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La proposición P es el antecedente y Q el consecuente. La reciproca de 
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, ésta es equivalente a 
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La bicondicional se define como 

, la cual se lee “P si y solo si Q”. La bicondicional es verdadera cuando P y Q son verdaderas o falsas simultáneamente.

Dos proposiciones son equivalentes si tienen los mismo valores de verdad.

Teorema 1.1. Sean P y Q proposiciones para las cuales 

 es siempre verdadera. Entonces P y Q son equivalentes. Y viceversa.

Una tautología es una proposición que siempre es verdadera y la contradicción es aquella que siempre es falsa. Las proposiciones que contienen variables se les llama proposiciones abiertas.

Una frase abierta o función proposicional  es una proposición que contiene una variable. Se denota por P(x). La colección de objetos que pueden ser sustituidos por una variable en una frase abierta se llama conjunto de significados de esa variable.

Se definen también los cuantificadores universal y existencial: “para todo x, P(x)” se denota por 

 y “existe x tal que P(x)” como 

.

Teorema 1.2. 

 es equivalente a 

.

Si P(x) es una frase abierta, entonces un contra ejemplo para 

 es un elemento, t, del conjunto de significados de forma que P(t) sea falsa..

Conjuntos

Un conjunto es una colección bien definida de objetos llamados elementos o miembros del conjunto.

Dos conjuntos A y B son iguales si tienen los mismos elementos. Denotamos la igualdad de dos conjuntos A y B por A = B.

A es un subconjunto de B si todo elemento de A es también elementos de B, lo representamos por 
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Un conjunto importante es el conjunto vacío o nulo, el cual no contiene ningún elemento, éste es subconjunto de todo conjunto.

Teorema 1.3. Si 

, entonces 

.

El conjunto de todos los subconjuntos de A se le llama el conjunto potencia de A, se denota por 

.

Si I es un conjunto y para todo 

 tenemos que A es un conjunto, entonces  { A |  ( I} es la familia indexada de conjuntos.

Operaciones con conjuntos
Definimos la unión de dos conjuntos A y B como el conjunto formado por los elementos que pertenecen a A o a B y se indica por A  B.

A  B = {x | x  A o x  B }

Definimos la intersección de dos conjuntos A y B como el conjunto formado por los elementos que pertenecen a A y a B y se indica por A  B.

A  B = {x | x  A y x  B }

Dos conjuntos son disjuntos si su intersección es el conjunto vacío.

Teorema 1.4. Dados conjuntos A, B y C se tiene que:

1.  


2.  


3.  Si 

, entonces 

.

4.  Si 

, entonces 

.

5.  


6.  


7.  


8.  


9.  


10.  


11.  


Definimos la diferencia de A y B como el conjunto de los elementos que pertenecen a A pero que no pertenecen a B. La designamos por A  B.

A  B = {x | x  A y x  B }

El complemento de un conjunto es el conjunto de elementos que pertenecen a un universo en el que esta definido el conjunto y que no pertenecen al conjunto. Se representa por.
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La diferencia simétrica de A y B es el conjunto formados por los elementos que pertenecen a A o B pero no a ambos. Se representa por.

A  B = {x | (x  A y x  B ) o (x  B y x  A )}

Es fácil ver que.

A  B = (A  B )  (B  A )

El producto cartesiano de dos conjuntos A y B se define como




Relaciones y funciones
Se define una relación del conjunto A con el conjunto B como un subconjunto de 

. Si 

 y 

 se dice que a está relacionado con b bajo la relación R. Si A y B son el mismo conjunto, entonces se dice que la relación es sobre A.

 Se definen los subconjuntos Dominio e Imagen de la relación R como sigue:

Dom(R)={a | a  A y (a, x)  R para algún x B}

Im(R)={b | b  B y (y, b)  R para algún y A}

Si 

 es una relación de A en B, entonces la relación 

es la inversa de la relación R.

Se define una partición de A como una colección A de subconjuntos de A, tales que

1. Si B y C son subconjuntos de A, entonces o bien B = C o B  C = .

2. 

.

Una relación R sobre un conjunto X es reflexiva si 

. Una relación R es simétrica si 

, entonces 

. Una relación R es transitiva si 

 y 

, entonces 

. Las relaciones que cumplen con estas propiedades se denominan relaciones de equivalencia y definen una partición del conjunto X. Para cada elemento x de X se define un conjunto 

como la clase de equivalencia de x.

Teorema 1.5. Las clases de equivalencia de una relación de equivalencia R sobre un conjunto X forman una partición de X.

Demostración: Sea 

, entonces (x, z)  R y (z, y)  R. Como R es transitiva, entonces (x, y)  R. Por lo tanto x  [y] y y  [x], y en consecuencia (y, x)  R.

Si t  [x], entonces (t, x)  R y por transitividad (t, y)  R. Por tanto t  [y]. O sea [x] [y].

Si t  [y], entonces (t, y)  R y por transitividad (t, x)  R. Por tanto t  [x]. O sea [y] [x].

Por lo cual [x] [y].

Por otro lado, todo x debe pertenecer R, ya que (x, x) R. Esto implica que todos los elementos pertenecen a alguna partición.

Teorema 1.6. Cualquier partición A de un conjunto no vacío X define una relación de equivalencia sobre X.

Una relación de A en B es una función si Dom(f) = A y para todos los pares (x, y) y (x , z) pertenecientes a f implica que y = z, y se escribe f: A  B.

Teorema 1.7. Sean las funciones f: A  B y g: A  B, entonces f = g si y solo si f(x) = g(x) para toda x A.

Demostración: Si f = g, entonces sea x A. Entonces si y = f(x), se tiene que (x, y) f y por tanto (x, y) g. En consecuencia y = g(x).

A la inversa, si f(x) = g(x). Entonces, si (x, y) f . Entonces y = f(x) = g(x) con lo que (x, y) g, y por tanto f  g. Por otro lado, si (x, y) g . Entonces y = g(x) = f(x) con lo que (x, y) f, y por tanto g  f.

Definimos una función parcial como una función en la que Dom(f)  A.

Sea una función f: A  B . Si X  A, diremos que la imagen de X bajo f es

f(X) = {y B | y = f(x) para algún x X}

Si Y  B, la imagen inversa de Y  bajo f es el conjunto

f -1(Y) = {x A | f(x) = y para algún y Y}

Teorema 1.8. Sea una función f: A  B . Entonces

1.  f() = .

2.  f({x}) = {f(x)} para todo x A.

3.  Si X  Y  A, entonces f(X)  f(Y).

4.  Si X  Y  B, entonces f -1(X)  f -1(Y).

5.  Si X y Y son subconjuntos de B, entonces f -1(X - Y) = f -1(X) - f -1(Y).

Una función es inyectiva si, para cualquier (x, y) f y (z, y) f , entonces x = z.

Una función es sobreyectiva si, para cualquier y B existe una x A, para la que  f(x) = y.

Una que es inyectiva y sobreyectiva es una biyección o correspondencia uno a uno.

Sean 

 y 

. Definimos la composición de  R y S como

S  R = {(a, c) A  C | para algún b B, (a, b) R y (a, c) S}

Para el caso de funciones tendremos:

g  f = {(a, c) | para algún y,  f(a) = y y b = g(y)}

Inducción

Un conjunto es inductivo si, para cada a A, entonces a + 1 también pertenece a A. El hecho de que haya una única colección de números naturales que contengan el 0 y sea inductiva se conoce como el principio de inducción matemática (PIM).

Los siguientes paso se siguen para hacer demostraciones inductivas.

1. Probar que la proposición se cumple para 0.

2. Suponer que la proposición se cumple para n y probar que esto implica que se cumpla para n + 1.

3. Deducir que la proposición se cumple para todos los elementos de N.

Si se expresa la propiedad como P(n) para todo n  k, la demostración se realiza de la manera siguiente:

1. (etapa base) Probar que se P(k) cumple.

2. (etapa de inducción) Probar que si P(n) es verdadera entonces P(n + 1) es verdadera para todo n  k.

3. (conclusión) Por las etapas 1 y 2 y el PIM, P(n) es verdadera para todo n  k.

Cardinalidad

Dos conjuntos A y B son equivalentes si existe una biyección entre ellos. La equivalencia se denota por A  B.

Teorema 1.9. Sean f: A  B y g: C  D dos funciones sobreyectivas con A  C =  y B  D = . Entonces f   g es sobreyectiva. También, si f y g son inyectivas, entonces lo es f   g.

Demostración: Si f y g son sobreyectivas, entonces sea y B,  x A, tal que y = f(x) y sea w C,  z D, tal que w = g(z).

Sea t B   D), entonces si t B,  s A, tal que t = f(s) o si t D,  s C, tal que t = g(s). Por lo tanto s A   C). Por lo tanto f   g es sobreyectiva.

Sea (x, y)  f   g . Si (x, y) f, entonces  y B, y y D, y por tanto (x, y) g. o de otra manera, si (x, y) g, entonces y D, y y B, y por tanto (x, y) f. Esto quiere decir que solo existe una x que se mapea a y por tanto f   g es inyectiva.

Teorema 1.10. Supongamos que A  C y B  D con A  B =  y C  D = . Entonces A  B = C  D.

Demostración. Puesto que A  C y B  D, existen unas biyecciones g: A  C y h: B  D. Definamos f: A  B C  D como




Por el teorema 9 f es una biyección puesto que g y h lo son. Por consiguiente, Entonces A  B = C  D.

Para cada número natural k  1, se define Nk = {1, 2, 3, … , k} como “estándar de tamaño” para comparar conjuntos.

Un conjunto A es finito si:

1.  A =, en cuyo caso A tiene cardinalidad 0.

2.  A  Nk, en cuyo caso A tiene cardinalidad k.

Un conjunto es infinito si no es finito.

Teorema 1.11. Si A y B son conjuntos disjuntos finitos, entonces A ( B es también finito y | A ( B | = | A | + | B |.

Demostración. Si A = , entonces A ( B = B, con lo que

| A ( B | = 0 + | B | = | B |

Si A ( ,y B ( , entonces sean f: A  Nm y g: B  Nn las biyecciones a partir de las cuales se obtiene que | A | = m y | B | = n. Se define h: Nn  H = { m+1, m+2,…,  m+n} como h(x) = m + x. Es obvio que h es una biyección y por tanto Nm  H.Obsérvese que Nm ( H. = {1, 2, …, m+n} = Nm+n y la función 
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es sobreyectiva e inyectiva. Por consiguiente, A ( B es finito y | A ( B | = m + n = |A| + | B |.

Teorema 1.11. (Principio del palomar). Sean A y B conjuntos finitos con |A| > |B| > 0 y f: A  B una función. Entonces f no es inyectiva.

Demostración. La demostración se realiza por inducción sobre | B |.

Si | B | = 1 y | A | > | B |. Entonces A contiene al menos dos elementos distintos a1y a2. Pero entonces f(a1) = f(a2) por lo que f no es inyectiva. Por tanto el resultado se cumple para | B | = 1.

Supongamos que el resultado se cumple para 0 ( | B | ( n. Entonces sea B un conjunto de forma que | B | = n + 1. Fijado un elemento b ( B., obsérvese que |B – {b}| = n. Supongamos que A es un conjunto tal que | A | > | B |.y f: A  B. Consideremos los dos casos siguientes para f1(b).

Caso1: Supongamos que | f1(b)| ( 2. En este caso habrá dos elementos a1y a2 de A, de forma que a1y a2 están en f1(b) o, lo que es lo mismo, f(a1) = f(a2) = b. En este caso f no es inyectiva.

Caso 2: Supongamos que | f1(b)| ( 1. Obsérvese que |A - f1(b)| ( |A| - 1 > n = |B – {b}|. Se define la función g: A - f1(b) B – {b} como g(x)= f(x). Obsérvese que, como |B - f1(b)| = n y |A - f1(b)| ( |B – {b}|, se satisface la hipótesis de inducción. Por lo tanto g no es inyectiva con lo que existirán a1y a2 en A- f1(b) para los cuales a1( a2 y g(a1) = g(a2). Por consiguiente, f(a1) = f(a2),de lo que se deduce que f tampoco es inyectiva.

En ambos casos, si el resultado se cumple para cualquier conjunto B con n elementos, también se cumple para cualquier conjunto B con n + 1 elementos. Por tanto, y por el PIM, la proposición se cumple para todo conjunto finito B con |B| > 0.

Corolario 1.1. Si A es un conjunto finito y B es un subconjunto propio de A, entonces A 
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Un conjunto A es enumerable si 
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Teorema.1.12.Sea A un conjunto enumerable. si B ( A es un conjunto infinito, entonces B es enumerable.

Demostración. Puesto que A es enumerable, existe una biyección f:N ( A. Supongamos que tenemos que f(n) = an por lo que A puede ser enumerado como A = {a0, a1, ...}. Sea n0el menor subíndice para el cual 
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 para todo k, con lo que hemos construido una correspondencia uno a uno entre N y B. Por lo tanto, B es enumerable.

Teorema.1.13. El conjunto 2N no es numerable.

Demostración. Supongamos que 2N es numerable. Dado que es un conjunto infinito, debe suponerse que 2N es enumerable y que por lo tanto, puede ser enumerado de la forma 2N = { A0, A1, ...}. Sea D = {n ( N, n ( A n}. Obsérvese que D ( N y, por tanto, D =  Ak para algún k. Consideremos dicho k. Si k ( A k,puesto que Ak = D, k no puede estar en Ak. Por otro lado, Si k ( Ak, entonces k ( D y por tanto k debe estar en A k. Ambas posibilidades nos llevan a una contradicción. Por consiguiente, la suposición de que 2N es enumerable es incorrecta.

ALFEBETOS Y LENGUAJES

Alfabetos, palabras y lenguajes

Un alfabeto es un conjunto no vacío y finito de símbolos. Si ( es un alfabeto, ( ( ( denota un símbolo de(.

Una palabra es una secuencia finita de símbolos de un determinado alfabeto. A menudo se le llama cadena. La cadena vacía, denotada por (, es una palabra sobre cualquier alfabeto.

Un lenguaje es un conjunto de palabras definidas sobre un alfabeto. El lenguaje compuesto por ninguna cadena se denomina lenguaje vacío, y se denota por (.

El lenguaje compuesto por todas las cadenas de un alfabeto ( se le llama cerradura de ( o lenguaje universal sobre ( y se denota por (*.

Operaciones con cadenas

La concatenación de dos cadenas w con z es la cadena que se obtiene al añadir a la cadena w la cadena z. Se denota por wz o w·z.

La potencia de una palabra w sobre un alfabeto se define para n ( N como:
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Se dice que dos cadenas w y z son iguales si tienen la misma longitud y los mismos símbolos en las mismas posiciones. La igualdad se denota por w = z. La nociones de prefijo y sufijo tienen los significados habituales. El prefijo propio es aquel que no es igual a la cadena original. La cadena vacía ( es prefijo de cualquier cadena.

Una cadena w es una subcadena u subpalabra de una cadena z si existen las cadenas x e y para las cuales z = xwy.

La inversa o traspuesta de una palabra w es la imagen refleja de w. La definición más precisa de inversa es:
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En general, (xI)I = x.

Operaciones con lenguajes

La concatenación de dos lenguajes A y B se define como A · B = {w · x | w  A y x  B}.

Sea A un lenguaje sobre un alfabeto . Definimos la potencia de la siguiente manera
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La unión e intersección se definen de manera similar a como se hace con conjuntos.

Si A y B son lenguajes sobre un alfabeto  y todas las cadenas de A pertenecen a B, Entonces A es un sublenguaje de B. Dos lenguajes son iguales si contienen las mismas cadenas.

Teorema 1. Sean A y B dos lenguajes sobre un alfabeto . A = B, si y solo si A  B y B  A.

Teorema 2. Dados los lenguajes A, B y C un alfabeto . Se cumple que:

i.  A · (B  C) = A · B  A · C.

ii.  (B  C) · A = B · A  C · A.

La concatenación no es distributiva con respecto a la intersección. Por ejemplo A = {a, }, B = {} y C = {a}, entonces A · B = {a, } y A · C = {a2, a}, por tanto A · B  A · C = {a}. Por otro lado B  C = , con lo que A · (B  C) = .

La cerradura de Kleene o cerradura estrella sobre algún alfabeto , se define como 

. La cerradura positiva se define como 

.

Se tiene los siguientes resultados. Si A es un lenguaje sobre , entonces An   , para todo n = 0, 1, 2, 3, …  y por tanto A*    y A+   . Y también A+   A. Finalmente 0 = {} y 0 =  para todo n, entonces * = {} y + = .

Definimos la diferencia de dos lenguajes A y B como A  B = {x | x  A y x  B}.

El complemento de un lenguaje A sobre un alfabeto  se define como 

.

Teorema 3. A+ = A· A* = A· A
Demostración. Sea x  A+   

  para un k0  1, se sigue que 

. Como 

   

 y por tanto




Esto prueba que A+   A·A.

A la inversa, sea 

   para algún j  0, se tiene que




Por lo tanto A·A   A+.

La otra parte es muy similar.

Mostraremos a que es igual (A+)+. Si x  (A+)+  como 

, tenemos que para un n  1, x  (A+)n, y  x = x1 ·x2 ·x3 · … ·xn , donde cada xi  A+. Dado que 

, existe ti  1 para el cual 

. Por tanto 

, donde 

, por tanto 

 pero esta cadena pertenece a 

y como  ti  1 para toda i, 

, por lo que es una cadena de A+. Por tanto (A+)+   A+. Por otro lado 

 por tanto A+  (A+)+. Por lo tanto son iguales.

El inverso de un lenguaje A es AI = {xI | x  A}

Teorema 4. (A · B)I =  BI · AI.

Demostración. Sea  x  (AB)I  xI   AB con lo que xI = yz para y  A y z  B. Por tanto x = (yz)I =  zI · yI. Pero yI  AI y zI  BI, por lo que xI   AIBI, lo cual prueba que (A · B)I   BI · AI. A la inversa, si  xI   AIBI, con lo que x = uw para u  BI y w  AI. Entonces  x =  wI · uI AB, con lo que xI   AB y x  (AB)I , por tanto que BI · AI   (A · B)I. 

LENGUAJES REGULARES

Lenguajes sobre alfabetos

Para un alfabeto  = {a1,a2,…,an} se pueden numerar las palabras de * de la siguiente manera:


0

a1
1

a2
2

.
.

an
n
a1a1
n+1

a1a2
n+2

para  = {a, b}, podemos numerar sus cadenas con dígitos binarios 1 y 2 en vez de 0 y 1. Sea a el 1 y b el 2, entonces se obtiene


0

a
1

b
2

aa
11 = 3

bb
12 = 4

abaa
1211 = 19

de esta manera se representa cada cadena como un entero único. Y cualquier número podemos representarlo como una secuencia de a’s y b’s, por ejemplo el 32 se convierte a 11112 y luego a aaaab. Esto demuestra el teorema 1.

Teorema 1. Para todo alfabeto  , * es infinito enumerable.

Teorema 2. El conjunto de todos los lenguajes sobre  no es numerable.

Demostración. Llamemos L al conjunto de todos los lenguajes sobre , si L es numerable, por tanto podemos enumerarlo como A0, A1, A2, … 

* puede numerarse como w0, w1, w2, … Sea B = {wi | wi  Ai}. B contiene las palabras que no pertenecen al lenguaje que tienen el mismo índice que las mismas. Pero como B es un lenguaje B = Ak para algún k. Si wk  B, entonces wk  Ak = B. Y por lo tanto wk esta y no esta en Ak. Lo mismo sucede si suponemos wk  B. Por lo tanto L  no es numerable.

El teorema 2 estipula que hay una cantidad innumerable de lenguajes sobre un alfabeto particular. Por tanto, no existe ningún método de especificación de lenguajes que sea capaz de definir todos los lenguajes sobre un alfabeto.

Lenguajes regulares y expresiones regulares

Sea  un alfabeto. El conjunto de los lenguajes regulares sobre  se define recursivamente como sigue:

a)   es un lenguaje regular

b)  {} es un lenguaje regular

c)  Para todo a   {a} es un lenguaje regular

d)  Si A y B son lenguajes regulares, entonces A  B, A · B , A* son lenguajes regulares

e)  Ningún otro lenguaje sobre  es regular.

Por ejemplo. El lenguaje de todas las cadenas sobre  {a, b, c} que no tienen ninguna subcadena ac es un lenguaje regular, y puede expresarse por

A = {c}* ({a}  {b}{c}*)*
Se puede simplificar la notación mediante el uso de expresiones regulares. Las equivalencias son:

a  b denota {a}  {b}

ab denota {ab}

a* denota {a}* 

a+ denota {a}+ 

Los operadores tienen precedencia (*, · , ). Entonces, una expresión regular sobre el alfabeto , es

a)   y  son expresiones regulares.

b)  a es una expresión regular para todo a  
c)  Si r y s son expresiones regulares, entonces r  s, r · s , r* también lo son.

d)  Ninguna otra secuencia de símbolos es una expresión regular.

Teorema 3. Sean r, s y r expresiones regulares sobre el mismo alfabeto . Entonces:

1.  r  s = s  r.

2.  r   = r =   r.

3.  r  r = r.

4.  (r  s) t = r  (s  t).

5.  r = r = r.

6.  r = r = .

7.  (rs)t = r(st).

8.   r(s  t) = rs  rt   y (r  s)t = rt  st.

9.  r* = r** = r*r* = (  r)* = r*(r  ) = (r  )r* =   rr*.

10.  (r  s)* = (r*  s*)* = (r*s*)* = (r*s)*r* = r*(sr*)* .

11.  r(sr)* = (rs)*r.

12.  (r*s)* =   (r  s)*s.

13.  (rs*)* =   r(r  s)*.

14.  s(r  )*(r  ) s = sr*.

15.  rr* = r*r.

Autómata finito determinista

Podemos usar un diagrama de transición para ayudar a determinar si una cadena pertenece o no a un lenguaje. Los nodos del diagrama se denominan estados y se utilizan para señalar hasta donde se ha analizado la cadena. Las aristas se denominan transiciones y se etiquetan con los símbolos del alfabeto. Existe un estado, llamado estado inicial, que es de donde parte el análisis de toda cadena. Algunos estados se marcan como estados de aceptación para determinar si una cadena es legal o no. La cadena es legal si se termina su análisis en un estado de aceptación. Los estados de aceptación se representan encerrados en un círculo. El siguiente diagrama acepta cadenas de la forma akb.






El siguiente diagrama acepta el lenguaje A = {(ab)i | i  1}.







El lenguaje (ab)* acepta la cadena vacía y su diagrama se muestra en la figura 2.3.









Los estados se etiquetan con la letra q seguida de un índice. Se pueden representar las transiciones mediante una tabla. La tabla 1 muestra las transiciones de la figura 2.3.

	Estado \ Entrada
	a
	b

	q0
	q1
	q2

	q1
	q2
	q0

	q2
	q2
	q2


Definimos un autómata finito determinista M como una colección de cinco elementos:

1.  Un alfabeto de entrada .

2.  Una colección finita de estados Q.

3.  Un estado inicial s.

4.  Una colección F de estados de aceptación o finales.

5.  Una función : Q    Q que determina el único estado siguiente para el par (qi, ) correspondiente al estado actual y la entrada.

Se usará la notación M = (, Q, s, F, ) para indicar un AFD (autómata finito determinista) M. Por ejemplo, el AFD del diagrama anterior se representa mediante M = (, Q, s, F, ) donde





Q = {q0, q1, q2}





 = {a, b}





s = q0




F = {q0}

y  se define por la tabla

	
	a
	b

	q0
	q1
	q2

	q1
	q2
	q0

	q2
	q2
	q2


Para construir un diagrama de transiciones a partir de una descripción de un autómata, se procede como sigue. Se dibujan nodos para cada estado del autómata, luego se trazan flechas desde cada estado qi hacia el qj etiquetándolas con el símbolo de entrada correspondiente, se marca el estado inicial y los estados de aceptación.

AFD y lenguajes

Definimos el lenguaje aceptado por un AFD M como

L(M) = {w   | w es aceptada por M}

Por tanto, L(M) es el conjunto de las cadenas que hacen que M pase del estado inicial a un estado de aceptación. Por ejemplo, el siguiente AFD M = (, Q, s, F, ) donde





Q = {q0, q1, q2, q3}





 = {a, b}





s = q0




F = {q0, q1, q2}

y  definida por la tabla

	
	a
	b

	q0
	q0
	q1

	q1
	q0
	q2

	q2
	q0
	q3

	q3
	q3
	q3


Tiene el siguiente diagrama de transición







acepta el lenguaje
L(M) = {w  {a, b}* | w no contiene tres bes consecutivas}

Se puede aplicar recursivamente una serie de caracteres de una cadena dada al AFD. Por ejemplo, la aplicación de la cadena bbab en el caso anterior dará ((((q0,b),b),a),b) = q1. Esto puede abreviarse como (q0,bbab).

Diremos que dos AFD M1 y M2 son equivalentes si L(M1) = L(M2).

Autómata finito no determinista

Un autómata finito es no determinista si se permite que desde un estado se realicen cero, una o más transiciones para el mismo símbolo de entrada. El lenguaje a*b  ab* tiene el siguiente AFD asociado.













Consideremos ahora el siguiente diagrama de transición, este reconoce las mismas cadena, sin embargo es mucho más simple. Note que el diagrama de transiciones no representa una función de Q   en Q.









Definimos un autómata finito no determinista M como una colección de cinco elementos:

1.  Un alfabeto de entrada .

2.  Una colección finita de estados Q.

3.  Un estado inicial s.

4.  Una colección F de estados de aceptación o finales.

5.  Una relación  sobre (Q  )  Q y se llama relación de transición.

Por ejemplo, el AFN anterior se describe por medio de

Q = {q0, q1, q2, q3, q4}

F = {q2, q3, q4}

s = q0
S = {a, b}

y  dada por la tabla

	
	a
	b

	q0
	{q1, q4}
	{q3}

	q1
	{q1}
	{q2}

	q2
	
	

	q3
	
	

	q4
	
	{q4}


Si M es un AFN, el lenguaje aceptado por M se define como

L(M) = {w   | w es aceptada por M}

Para poder decidir si una cadena no es aceptada por un AFN deben recorrerse todas las rutas posibles en el AFN para esa cadena, y determinar que ninguna de estas lo lleva al algún estado de aceptación.

Si X  Q, vamos a interpretar (X, s) como el conjunto {p | q  X y p  (q, s)}. Para el autómata de la figura 2.6. que reconoce el lenguaje (a* b*)* (aa  bb) (a* b*)* .











Para este ejemplo ({q0, q2, q3}, b) = {q0, q1}  {q2}   = {q0, q1, q2}. Para una secuencia de símbolos, por ejemplo abaab, se puede escribir (q0, abaab) = (((((q0, a)b)a)a)b) = {q0, q1, q4}.

Equivalencia de AFD y AFN

La definición de equivalencia se extiende a los AFN, es decir, dos autómatas (AFD o AFN) M1 y M2  son equivalentes si L(M1) = L(M2). 

Consideremos el AFN de la figura 2.7.









tiene la siguiente relación de transición

 



(q0, a) = {q1, q2} 

(q0, b) =   

({q1, q2}, a) = 

({q1, q2}, b) = {q3}

(, a) =  (, b) =  

(q3, a) = {q2} 

(q3, b) =   

(q2, a) =   

(q2, b) = {q3} 

El AFD equivalente a este AFN se muestra en la figura 2.8.









Este AFD tiene las siguientes componentes





Q’ = {{q0},{ q2}, {q3}, {q1, q2}}





' = 




s = {q0}





F = {{q3}, {q1, q2}}

y  definida por la tabla

	
	a
	b

	
	
	

	{q0}
	{q1, q2}
	

	{q2}
	
	{q3}

	{q3}
	{q2}
	

	{q1, q2}
	
	{q3}


Teorema 4. Sea M = (Q, ,s, F, )un AFN. Entonces existe un AFD M’ = (', Q’, s’, F’, ')  que es equivalente a M.

Demostración. Sea M’ = (Q’, ’, s’, F’, ) como sigue: s’ = {s}, ’ = , Q’ = 2Q, y F’ la colección de todos los subconjuntos de Q’ que contienen estados de F. Definimos  como:
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Para probar que L(M)= L(M’), debemos demostrar que para toda cadena w, (s’,w)={ p1, p2,…, pj} si y sólo si (s, w)= { p1, p2,…, pj}. Si w =, entonces

(s, w)= (s,) = {s} =(s’, w)

Supongamos que para toda cadena w de longitud menor o igual que m se tiene que (s, w) = (s’, w). Supongamos que u es una cadena de longitud m + 1. Entonces, existirá  ( , de forma que se obtiene que u = w, donde w es una cadena de longitud m. En este caso, (s, w) = ((s’, w)). Como w tiene longitud m, (s, w) = { p1, p2,…, pj}si y sólo si (s, w) = { p1, p2,…, pj}. Tenemos que

({ p1, p2,…, pj}, ) = { r1, r2,…, rk}

si y sólo si

({ p1, p2,…, pj}, ) = { r1, r2,…, rk}

Por lo que (s’, w) = { r1, r2,…, rk} si y sólo si (s, w) = { r1, r2,…, rk}. Por lo anterior tenemos que (s’, w) es un estado de F’ si y sólo si (s, w) contiene algún estado de F. Por tanto, M’ acepta w si y sólo si M acepta w.

-transiciones

Una transición que no consume ningún símbolo se le llama -transiciones. Por ejemplo, el AFN de la figura 2.9. tiene la siguiente tabla de transición

	
	a
	b
	

	q0
	{q1}
	
	

	q1
	
	{q2}
	

	q2
	{q0}
	
	{q0}



Si un AFN tiene -transiciones, la relación de transición  asocia pares de Q  (  {})  Q  con subconjuntos de Q. Para todo estado q  Q definimos la -cerradura de q como

-c(q) = {p | p es accesible desde q sin consumir nada en la entrada}

Ampliaremos esta definición para todo estado del conjunto de estados de la siguiente manera




Para q  Q y    se define

d(q, ) = {p | hay una transición de p a q etiquetada con }

Ampliaremos esta definición para todo estado del conjunto de estados de la siguiente manera




A partir de un AFN M = (, Q, s, F, ) con -transiciones, se puede construir una AFN sin -transiciones que acepte el mismo lenguaje. Se define M = (, Q, s, F', ') como

F' = F  {q | -c(q)  F  }

y (q, ) = -c(d(-c(q), )).

Autómatas finitos y expresiones regulares

Para un alfabeto  se pueden construir AFN (o AFD) que acepten palabras unitarias y el lenguaje vacío como se muestra en la figura 2.10.


Sean M1 = (1, Q1, s1, F1, 1) y M2 = (2, Q2, s2, F2, 2) dos AFN. Podemos unir M1 y M2 para que acepte L(M1)  L(M2), añadiendo un nuevo estado inicial s y dos -transiciones una de s a s1, y otra de s a s2. La construcción formal del nuevo AFN M = (, Q, s, F, ) esta dada por  = 1  2, F = F1  F2 y Q = Q1   Q2  {s}.

Se pueden considerar las transiciones 1 y 2 como ternas ordenadas de Q1    Q1 y Q2    Q2, donde (q, , p) significa que existe una transición de q a p mediante el carácter . De aquí

= 1  2  {(s, , s1),(s, , s2)}

Para los autómatas anteriores, se puede formar un AFN que acepte L(M1)L(M2). Para esto, se agregan -transiciones entre cada estado de aceptación de M1 y el estado inicial de M2. El autómata que se obtiene es

Q = Q1   Q2
s = s1
F = F2 

= 1  2  {F1  {}  {s2}}

Se incluyen todas las transiciones presentes en los dos AFN junto con las ternas de la forma (q, , p), donde q es un estado de aceptación de M1. Es decir, s2  (q, ) para todo q  F1.

Es posible obtener L(M2)* de la siguiente forma. Primero se añade un estado inicial de aceptación s’. Se agrega una -transición de este estado a s. Se agrega además, una -transición entre todos los estados de aceptación y el estado inicial s’. El autómata resultante será M' = (Q', , s', F', '), donde

Q = Q1   {s’}

s = s1
F = {s’}

'= 1  {(s’, , s)}  (F1  {}  {s’})

Teorema 5. El conjunto de lenguajes aceptados por un autómata finito sobre el alfabeto  contiene  y los lenguajes unitarios {a} para todo a  . Este conjunto es cerrado con respecto a la unión, concatenación y la cerradura de estrella.

Consideremos un autómata finito M = (, Q, s, F, ) y supongamos que s = q0 es el estado inicial. Para todo estado qi sea

Ai = {w   | (qi, w)  F  }

Es decir, Ai es el conjunto de las cadenas sobre  que hacen que M pase desde qi hasta un estado de aceptación. Obsérvese que A0 = L(M). Por ejemplo, para el autómata de la figura 2.11. se tiene



A5 = ,  
A2 = 

A4 = ,  
A1 = b

A3 = a,  
A0 = ab  ba
Supongamos que qj  (qi, ). Entonces Ai contiene a Aj. De hecho, se tiene que

Ai =  {Aj | qj  (qi, )}

Por ejemplo, el anterior autómata




A0 = aA1  bA2, 
A3 = aA4  bA5



A1 = bA2  aA5,
A4 =   aA5  bA5



A2 =   aA5  bA5,
A5 = 
Sustituyendo se obtiene que L(M) = ab  ba.

Lema de Arden. Una ecuación de la forma X = AX  B, donde   A, tiene una solución única X = A*B.

Demostración. A*B = (A  )B = A+B  B = A(A*B)  B, entonces A*B es solución.

Sea X = A*B  C solución donde C  A*B  . Sustituyendo




A*B  C = A(A*B  C)   B





= A+B  AC   B




= A+B  B  AC 





= (A+  )B  AC 





= A*B  AC 

Realizando la intersección con C en ambos lados nos da C = AC  C. Por tanto  C  AC. Pero   A, por tanto la cadena más corta de AC debe ser más larga que la cadena más corta de C. Esto solo se cumple si C = . Por tanto A*B es la única solución.

Lema 2. Sea M un autómata finito. Entonces existe una expresión regular r para la cual L(r) = L(M).

Teorema 6 (Teorema de Kleene). Un lenguaje es regular si y sólo si es aceptado por un autómata finito.

Propiedades de los lenguajes regulares

Sea un AFD M = (, Q, s, F, ), donde Q contiene n estados. Si L(M) es infinito, podemos encontrar w = a1, a2, …, an+1, que pertenezca a L(M). Si

q1 = (s, a1)

q2 = (q1, a2)

y así sucesivamente, obtendríamos los n+1 estados, q1, q2, …, qn+1 . Como Q tiene n estados, los qi no serán todos distintos. Para algunos índices j y k, con 1  j   k  n+1, se tendrá que qj = qk. Por lo tanto, habrá un ciclo para llegar al estado de aceptación. Como se muestra en la figura 2.12.


El lazo tiene longitud de al menos 1. Las cadenas w = a1, a2, …, aj, (aj+1,…, ak)m ak+1,…, an+1 estarán en L(M) para m  0.

Lema del bombeo. Sea L un lenguaje regular infinito. Entonces hay una constante n de forma que, si w es una cadena de L cuya longitud es mayor o igual a n, se tiene que w = uvx, siendo uvix  L para todo i  0, con | v |  1 y | ux |  n.

Teorema 7. Sea M un autómata finito de k estados.

1.  L(M)   si y solo si M acepta una cadena de longitud menor que k.

2.  L(M) es infinito si y solo si M acepta una cadena de longitud n, donde k  n  2k.

Demostración. 

1.  Si M acepta una cadena de longitud menor que k, entonces L(M)  . Si L(M)  , entonces existe w  L(M). Supongamos | w |  k. Por el lema del bombeo w = uvx, y uvix  L(M). En particular, ux  L(M). Si | ux |  k, quedaría probado, el proceso se puede repetir para esta cadena hasta llegar a una longitud  k.

2.  Supongamos w  L(M) con k  | w |  2k. Pero por el lema del bombeo w = uvx, y uvix  L(M),  para todo i, con lo que L(M) es infinito. Ahora supongamos que L(M) es infinito. Habrá cadenas con longitud  k. Supongamos | w |  2k. Pero por el lema del bombeo w = uvx, y uvix  L(M). Entonces ux  L(M). Si | ux |  2k, quedaría probado, si no se puede repetir el proceso hasta encontrar una cadena que se encuentre entre k y 2k - 1.

Supongamos que L y K son lenguajes sobre . De las leyes de De Morgan

( - L)  ( - K) =  - (L  K)

Por tanto

L  K =  - ( - (L  K))

=  - (( - L)  ( - K))

Pero el complemento de un lenguaje es regular si el lenguaje es regular, por lo tanto la intersección de dos lenguajes será regular si ambos lenguajes son regulares. Este hecho puede utilizarse para demostrar si un lenguaje es regular o no.

Por ejemplo, sea  = {a, b} y L = {wwI | w  }. Probaremos que L no es regular. Sea L1 = {anb2kan | n, k  0} no regular, y L2 = {akbnam | k, n, m  0} regular. Obsérvese que L2  L =  L1. Si L fuera regular, lo sería L1. Por tanto L no puede ser regular.

Aplicaciones de los autómatas finitos

La figura 2.13. muestra un reconocedor de números enteros. Para traducirlo a algún lenguaje de programación; sólo se necesita seguir el rastro de la posición actual en la cadena y del estado actual. A la vez que se recorre la cadena, se cambia de estado según corresponda y, cuando se acaba la cadena, se comprueba a qué se ha llegado y, según eso, se acepta o se rechaza la cadena.


Los identificadores en Pascal empiezan con una letra y le siguen letras, dígitos o la subraya, y terminan con una letra o dígito. Si L = {letras}, N = {números}, entonces la expresión L (L  N  _)*(L  N  ) define un identificador válido. El siguiente procedimiento en Pascal reconoce un identificador.

function parse:boolean;

{reconoce el lenguaje: L(L  D  _)*(L  D  ) }

var i:integer; OK:boolean;

begin
  i:=1;

  OK:=true;

  if length(s)>0 then
    if (s[i] in Letras) then 

{verifica el 1er. carácter}

      if length(s)>1 then begin
        inc(i);

        while (i<length(s)) and OK do begin

{verifica cadena intermedia}

          if s[i] in Letras+Numeros+['_'] then inc(i)

          else OK:=false;

        end;

        if OK then
          if s[i] in Letras+Numeros then 
{verifica el último carácter}

            OK:=true

          else OK:=false

      end
      else  OK:=true 


{cadena de una sola letra}

    else  OK:=false 

{primer carácter no es letra}

  else  OK:=false;


{cadena vacía}

  parse:=OK;

end;

Lenguajes independientes del contexto

Gramáticas regulares

Definición. Una gramática regular G es una 4-tupla G = (, N, S, P), donde  es un alfabeto, N es una colección de símbolos no terminales, S es un no terminal llamado símbolo inicial, y P es una colección de reglas de sustitución, llamadas producciones, y que son de la forma A  w y w es una cadena  sobre   N que satisface los siguiente:

1.  w contiene un no terminal como máximo.

2.  Si w contiene un no terminal, entonces es el símbolo que está en el extremo derecho de w.

El lenguaje generado por G se denota por L(G).

Dado que las producciones emparejan no terminales de N con cadenas de *(N  ), conviene representarlas como pares ordenados de N  *(N  ), por lo tanto el par (x, y) de N  *(N  ) representa la producción x  y. Una gramática puede especificarse por completo mediante sus producciones. Usaremos E  w para decir que un símbolo E deriva, produce o genera a una cadena w. Usaremos E  w para decir que una cadena w se deriva a partir de E en 0 o más etapas.

Gramáticas regulares y lenguajes regulares

Sea L un lenguaje regular. Podemos obtener una gramática regular de la siguiente manera, si  M = (, Q, s, F, ) es una AFD tal que L = L(M). Definimos G = (, N, S, P) por

  



N = Q





 = 




S = s




P = {(q, ap) | (q, a) = p}  {(q, ) | q  F}

Es decir, q  ap siempre que (q, a) = p y q   si q es un estado de aceptación del AFD.

Obsérvese que w  L(M) para w = 12…n significa que





(s, 12…n) = p
para algún p  F. Si escribimos qi+1 = (qi, i) con q1 = s, entonces se obtiene





(s, 11…n) = (q1, 12…n)







= (q2, 2…n)







= (q3, 3…n)







…







= (qn, n)







= p  F
Ahora, puesto que qi+1 = (qi, i), se obtiene que qi  iqi+1 pertenece a G y, por tanto, (ya que s = q1)






s = q1  1q2 







 12q3






…







 12…np






 12…n
Así que w  L(M) implica que w es generada por G; es decir. L(M)  L(G).

A la inversa, si w es generada por G, mediante la derivación siguiente






q1  1q2 







 12q3






…







 12…np






 12…n
entonces en M tendremos





(s, 11…n) = (q1, 12…n)







= (q2, 2…n)







= (q3, 3…n)







…







= (qn, n)







= p  F
(ya que s = q1). Así, que w  G(M) implica que w  L(M), con lo que se tiene que L(G)  L(M). Entonces se deduce que L(M)  L(G).

Para construir una gramática regular a partir de un AFN se procede de la siguiente manera. Sea G = (, N, S, P) una gramática regular; se define M = (, Q, s, F, ) mediante






Q = N  {f}






s = S





F = {f}

y  se construye como se indica a continuación:

1.  Si A  11…nB es una producción de P con A y B como no terminales, entonces se añadirán a Q los nuevos estados q1, q2,..,qn-1 y las transformaciones siguientes

(A,11…n) = (q1,23…n) =…= (qn,n) = B
2.  Si A  11…n es una producción de P, entonces se añadirán a Q los nuevos estados q1, q2,..,qn-1 y las transformaciones siguientes

(A,11…n) = (q1,23…n) =…= (qn-1,n) = f
Si G es una gramática regular y w  L(M) con w = 23…n, entonces para los no terminales A1, A2,…,An, se tiene la derivación

S  1A1  … 23…n-1 An-1  23…n
y entonces en el AFN resultante de esta construcción se tendrá

(s,11…n) = (A1,23…n) =…= (An-1,n) = f
Por lo tanto w  L(M). A la inversa, si (s,11…n) = f, entonces S  23…n, con lo que w  L(M). Luego L(G) = L(M).

Teorema 1. L es regular si y solo si es generado por una gramática regular.

Gramáticas independientes del contexto

Una gramática independiente del contexto (GIC) es una 4-tupla G = (N, , S, P) donde  es un alfabeto, N es una colección de símbolos no terminales, S es un no terminal llamado símbolo inicial, y P  N  (N  )* es un conjunto de producciones.

El lenguaje generado por la GIC G se denota por L(G) y se llama lenguaje independiente del contexto (LIC).

Una gramática de estructura de frase es aquella en la que los lados izquierdos de las reglas de producción pueden estar formados por cualquier cadena no vacía sobre N  , las cuales tienen algún no terminal. Entonces P  (N  )*N (N  )*  (N  )* . Las gramáticas de estructura de frase se conocen como de tipo 0 o gramáticas no restringidas.

Las gramáticas dependientes del contexto son gramáticas de estructura de frase, en las cuales las producciones se restringen a   , tal que | |  | |. En la forma normal de esta gramática toda producción es de la forma 1A2  12, con   .

Arboles de derivación o de análisis y ambigüedad

Un grafo que muestra la forma en que se realiza una derivación se conoce como árbol de derivación.

Consideremos la siguiente gramática






S  AB





A  aA | a





B  bB | b
La cadena aabbb puede ser derivada mediante

S  AB  AbB  AbbB  Abbb  aAbbb  aabbb
La figura muestra el árbol de derivación para esta derivación











Las siguientes derivaciones tiene el mismo árbol de derivación

S  AB  aAB  aaB  aabB  aabbB  aabbb
y

S  AB  aAB  aAbB  aAbbB  aAbbb  aabbb
Sin embargo la siguiente gramática no tiene el mismo árbol de derivación para la cadena abaca.

S  SbS | ScS | a
Podemos derivar abaca como sigue

S  SbS  SbScS  SbSca  Sbaca  abaca
y

S  ScS  SbScS  abScS  abacS   abaca
Los árboles de derivación son los de la figura









Una gramática se dice que es ambigua si hay dos o más árboles de derivación distintos para la misma cadena. Si solo existe un árbol de derivación se dice que es no ambigua. En algunos casos se puede encontrar una gramática no ambigua equivalente a otra ambigua. Si esto no es posible se dice que el lenguaje es un lenguaje independiente del contexto inherentemente ambiguo.

Simplificación de gramáticas independientes del contexto

Sea G = (N, , S, P) una gramática independiente del contexto. Transformaremos G en G'= (N', , S, P') de forma que L(G') = L(G), y para todo A  N' se obtenga que A * w para algún w  *.

Algoritmo 1. Eliminación de no terminales que no deriven cadenas terminales.

1. Iniciar N' con todos los no terminales de A para los que A  w, es una producción de G, con w  *.

2. Inicializar P' con todas las producciones A  w para las cuales A  N y w  *.

3. Repetir

Añadir a N' todos los no terminales A para los cuales A  w, para algún

w  (N'  *) que sea una producción de P y añadirla  P'.

   hasta que no puedan añadir más no terminales a N'.

Sea G = (N, , S, P) una gramática independiente del contexto. Transformaremos G en G'= (N', , S, P') de forma que L(G') = L(G), y para todo X  N'  ', se tenga que S  aXb para las cadenas a y b de (N'  ')*.

Algoritmo 2. Elimina aquellos terminales y no terminales que no aparezcan en las cadenas que se deriven a partir de S.

1. Inicializar N' de forma que contenga el símbolo inicial S, e inicializar P' y ' a .

2. Repetir

Para A  N', si A  w es una producción de P, entonces

1. Introducir A  w en P'.

2. Para todo no terminal B de w, introducir B en N'.

3. Para todo terminal  de w, introducir  en '.

   hasta que no se puedan añadir nuevas producciones

Algoritmo 3. Identifica el conjunto N, de todos los no terminales anulables en una gramática independiente del contexto.

1. Inicializar N con todos los no terminales A para los cuales existe una producción , A  .

2. Repetir

Si B w para algún w (N  )* y todos los símbolos de w están en N, añadir B a

 N.

    hasta que no se añadan más no terminales a N.

Una vez identificados los no terminales anulables, se modifican las reglas de producción con el fin de eliminar la producciones . Esto se realiza sustituyendo producciones de la forma B  X1X2…Xn  por las producciones que se formen al eliminar los subconjuntos de Xi que son anulables.

Se crea un nuevo conjunto de producciones P’ como sigue:

Si B  X1X2…Xn  es una producción de P, entonces en P’ introduciremos todas las producciones de la forma B  Y1Y2…Yn, donde las Yi satisfagan:


Yi = Xi si Xi no es anulable 


Yi = Xi o  si Xi es anulable


Yi no es  para toda i (es decir, no se introduce en P’ ninguna producción de la forma

B  )

En una gramática que contenga , se pueden eliminar todas las producciones  y después añadir la producción S  .

Producciones de la forma A  B se conocen como unitarias. Para A  N se define

Unitario(A) = {B  N | A * B  usando solamente producciones unitarias}

El siguiente algoritmo elimina todas las producciones unitarias de una gramática G. Sea G = (N, , S, P) se obtendrá G’, tal que G’ = (N, , S, P’) no contiene producciones unitarias como sigue:

1.  Inicializar P’ de forma que contenga todos los elementos de P.

2.  Para cada A  N, obtener el conjunto Unitario(A).

3.  Para cada A para el cual Unitario(A) ( {A}.


Para cada B  Unitario(A).



Para cada producción no unitaria B  w de P



Añadir A  w a P’

4.  Eliminar todas las producciones unitarias que haya en P’.

Una gramática independiente del contexto esta en forma normal de Chomsky si no contiene producciones ( y todas las producciones son de la forma A  a para a  (, o de la forma A  BC, donde B y C son no terminales.

Para transformar una gramática independiente del contexto a la forma normal de Chomsky, primero se eliminan todas las transformaciones (, los símbolos inútiles y las producciones unitarias de G. Si se tiene una producción de la forma A  w, con |w| > 1, donde w = X1X2…Xn. Si Xi es un símbolo terminal (, sustituimos Xi por un nuevo no terminal C( y añadimos la producción C(  (. De esta forma A  w contendrá solo no terminales. La producción tendrá la forma A  B1B2…Bn, esta se puede reemplazar por las producciones

A  B1D1
D1  B2D2
…

Dn-2  Bn-1Bn
donde los Di son nuevo no terminales.

Propiedades de los lenguajes independientes del contexto

Se puede probar mediante inducción que, si se puede derivar w y | w | >0, la derivación tiene 2 | w | etapas en una gramática en forma normal de Chomsky. En el nivel m del árbol de derivación hay, al menos, 2m nodos padre, por tanto, el camino más largo en un árbol de derivación consta de m + 2 nodos, entonces 2m es la longitud máxima de la cadena derivada.

Lema del bombeo para GIC. Sea L un LIC que no contiene . Existe un entero k para el cual, si z ( L y | z | > k, entonces z se puede volver a escribir como z = uvwxy con las propiedades siguientes:

1.  | vwx | ( k.

2.  Al menos o v o x no es .

3.  uviwxiy ( L para todo i ( 0. 

Demostración. Sea G = (N, , S, P) con L = L(G) y sea n el número de no terminales de N y k = 2n. Supongamos z ( L con | z | > k.

El camino más largo de derivación debe contener n + 2 nodos, n + 1 serán no terminales, por tanto, algún no terminal se repite. Entonces

S (* uAy (* uvAxy (* uvwxy = z
por tanto | vwx | ( 2n. Puesto que A (* vAx, debemos tener A (* viAxi para algún i ( 0. Por tanto S (* uviwxiy  para todo i ( 0. Como A (* vAx, se debe tener que A ( BC (* vAx (* vwx. Entonces B (* v y C (* Ax o si no B (* vA y C (* x. En el primer caso | v | ( 1 y en el segundo | x | ( 1, con lo que o v o x no es .

Lema . Sea G = (N, , S, P) una GIC que no tiene producciones  y que está en forma normal de Chomsky. Sea x una cadena de *. Se puede determinar, para cada A ( N y para cada subcadena w de x, si A (* w.

Demostración. Sea n = | x | y sea wij la subcadena que comienza en la posición i y tiene j caracteres. Probaremos el lema con inducción sobre j.

Si j = 1, entonces A (* w si y solo si existe la producción A  wij esta en P, por tanto se puede determinar lo enunciado en el lema.

Ahora supongamos que se cumple para cadenas de longitud menor que j con j > 1. Observe que A  wij si y solo si A  BC para algunos B y C, los cuales B (* wik y C (* wk+1,j-k para k entre 1 y j  1. Entonces tanto wik como wk+1,j-k tiene longitud menor que j y se puede determinar si B (* wik y si C (* wk+1,j-k.

De lo anterior, si j = n entonces se puede determinar si S (* w1,j = w1,n = x. Es decir si  x ( L(G) para cada  x ( *.

El algoritmo CYK (Cocke, Younger y Kasami) sirve para determinar si x ( L(G).

1.  Para cada i =  1, 2, …, n, sea





Ni1 = {A | A  wi1}

Es decir, Ni1 es el subconjunto de todos los no terminales que producen el i-ésimo símbolo de x.

2.  Para cada j =  2, 3, …, n, hacer lo siguiente:


Para cada i =  1, 2, …, n - j + 1, hacer lo siguiente:

a.  Iniciar Nij = (
b.  Para cada k =  1, 2, …, j  1, añadir a Nij todos los no terminales A para los cuales A  BC, con B ( Nik y C ( Ni+k,jk.

3.  Si S ( N1n, entonces x ( L(G).

Teorema. Si L1 y L2 son lenguajes independientes del contexto, entonces L1 ( L2 es un lenguaje independiente del contexto.

Teorema. Si L es un lenguaje independiente del contexto, entonces L* es un lenguaje independiente del contexto.

Teorema. La concatenación de lenguajes independientes del contexto es independiente del contexto.

Los lenguajes independientes del contexto no son cerrados respecto a la intersección ni el complemento.

Autómatas de pila

Definición: un  Autómata de pila no determinista (ADPND) es una 7-tupla. M = (Q, , , , s, F, z) donde:

Q es un conjunto finito de  estados
 es un alfabeto de entrada
 es un alfabeto llamado alfabeto de la pila
 es una regla de transición
s ( Q es el estado inicial o de partida
F ( Q es el conjunto de los estados finales o de aceptación
z (  es el símbolo inicial de la pila
La  se define por medio de la terna (q, , ), donde q es el estado actual,  es un símbolo de  ( {} y  ( . El resultado de aplicar  a esta terna es el par (p, w), donde p es el siguiente estado y w es la cadena que se apilará en lugar del símbolo .

Entonces  se define como

 ( Q ( ( ( {}) (   ( Q ( 
Se puede tener que (q, a, b) produzca (p, ), esto indica que el estado siguiente es p y el símbolo b se elimina de la pila. No es posible ningún movimiento si la pila está vacía. Es posible también tener (q, , a) =  {(p, aa)}, esto es, cambiar al estado p sin consumir ningún símbolo y apilando una a. También, si (q, , a) =  (, no es posible ningún movimiento y el ADPND parará.

La terna (q, w, u), donde q es el estado actual, w es la cadena de entrada restante y u el contenido de la pila (con el símbolo de la cima en el extremo de la izquierda), se llama descripción instantánea del autómata. Indicaremos un movimiento de una configuración a otra situando el símbolo ( entre dos descripciones instantáneas

(q1, aw, bx) ( (q2, w, yx)

representa el movimiento que resulta de (q2, y) ( (q1, a, b).

Definición. Sea M = (Q, , , , s, F, z) un ADPND. El lenguaje aceptado por M se denota por L(M) y es el conjunto

L(M) = {w ( * | (s, w, z) (* (q2, (, u) para p ( F y u ( (*}

Autómatas de pila y lenguajes independientes del contexto

Para construir un ADPND a partir de una gramática G = (N, , S, P) se hace lo siguiente:

Se define un ADPND con

Q = {q1, q2, q3}

( = N ( ( ( {z}

F =  {q3}

s =  q1
la regla de transición está compuesta por cuatro tipos de transiciones:

1.  (q1, , z) =  {(q2, Sz)}, la cual se corresponde con la introducción del símbolo inicial en la pila.

2.  (q2, , A) =  {(q2, w) | A ( w es una producción de P} para cada no terminal A de N.

3.  (q2, a, a) =  {(q2, ()} para cada símbolo terminal a de (.

4.  (q2, , z) =  {(q3, z)}.

Obsérvese que si se tiene que (q2, x, A) ( (q2, x, ), es posible A (* B. Por tanto si w = a1a2…an es aceptada por el ADPND, debemos tener

(q2, a1a2…an, Sz) (* (q2, a1a2…an, a11z)



( (q2, a2…an, 1z)



(* (q2, an, anz)



( (q2, (, z)



( (q3, (, z)

y por se obtienen las derivaciones siguientes

S (* a11 (* a1a21 (* …  (* a1a2…an = w
Por consiguiente, si w es aceptada por el ADPND, entonces w se deriva de la gramática.

Similarmente, si S (* a1a2…an, entonces tendremos una derivación de a1a2…an por la izquierda y de la forma

S (* A11 ( a11 (* a1A22 ( a1a22 (* a1a2…an
Por tanto, en un ADPND derivado de la gramática, se puede tener la secuencia

(q2, a1a2…an, Sz) (* (q2, a1a2…an, a11z)



( (q2, a2…an, 1z)



(* (q2, (, z)



( (q3, (, z)

Es decir el ADPND acepta la cadena w = a1a2…an. Por tanto se deduce el siguiente teorema.

Teorema. Si L es un lenguaje independiente del contexto, entonces existirá un ADPND para el cual L = L(M).

El lenguaje aceptado por la pila vacía de M se define como

N(M) = {w | (q1, w, z) (* (p, (, )}

Sea M un ADPND. Podemos transformar M en un ADPND M’ tal que L(M) = L(M’). Resultará que M’ tendrá un único estado final. Además se requiere que todas las transiciones sean de la forma

(q, a, A) =  {c1, c1, c1, …,cn}

donde ci = (p, () o ci = (p, BC).

Para poder seguir la traza de los estados por los que pasa el autómata conforme se reconoce la gramática, usaremos terminales de la forma [qAp], donde interpretaremos [qAp] (* w como la acción del ADPND correspondiente, que saca A de la pila y se mueve del estado q al p mientras consume la cadena de entrada w.

Si (qj, () ( (qi, a, A), la producción correspondiente es [qiAqj] ( a, ya que el ADPND para del estado qi al estado qj y desapila A de la pila sobre el símbolo de entrada a.

Por otro lado si (qj, BC) ( (qi, a, A), la entrada a produce que A sea desapilado, pero entonces B y C serían rechazados. Para eliminarlos incluiremos todas las producciones de la forma [qiAqm] ( a[qjBqn][qnCqm], donde qn y qm pueden ser cualquiera de los estados de Q. Finalmente, tendremos como símbolo inicial [szqf], donde s es el estado inicial, z es el símbolo inicial de la pila y qf es el (único) estado de aceptación de ADPND.

Obsérvese que, de la forma de construir una gramática a partir de un ADPND que satisfaga las condiciones dadas, se obtiene que (qi, uv, Ax) (* (qj, v, x) por medio de las operaciones que realiza un autómata de pila, entonces en la gramática resultante se tendrá [qiAqj] (* u. Lo inverso también se cumple.

Construcción de grafos sintácticos

Reglas para la construcción de grafos sintácticos

1.  Para todo no terminal A que tenga el conjunto de producciones




A  w1 | w2 | w3 … | wn 

    se construye un grafo sintáctico cuya estructura viene determinada por la parte derecha de

    las producciones según las reglas 2 a 6.

2.  Cada aparición de un terminal x en un wi se representa por un arco etiquetado con x dentro de un círculo:



3.  Cada aparición de un no terminal B en un wi se representa por un arco etiquetado con B dentro de un cuadrado:



4. Para una producción de la forma




A  w1 | w2 | w3 … | wn 

    se construye un grafo 






5.  Para cada w de la forma




w  w1w2 …wn 

    se construye un grafo 



6. Para una construcción de la forma 




A   | BA 

    se construye un grafo 



Traducción de grafos sintácticos a programas

1.  Traducir cada grafo resultante en una declaración de procedimiento, según las reglas 2 - 7.

2.  La secuencia de elemnetos




A  w1 | w2 | w3 … | wn 

    se traduce por la instrucción compuesta 


begin T(w1);T(w2);…T(wn); end

3.  Una bifurcación de elementos:





se traduce por la instrucción selectiva o condicional



case ch of


if ch in L1 then T(w1) else



  L1:T(w1);


if ch in L2 then T(w2) else



  L2:T(w2);


if ch in L3 then T(w3) else



  Ln:T(wn);


if ch in Ln then T(wn) else error


end;

donde Li designa los símbolos iniciales de la construcción wi.

4. Un ciclo de la forma



se traduce por la instrucción: while ch in L di T(S)

donde T(S) es la traducción de S según las reglas 2-7 y L es el conjunto primero(S).

5.  Un elemento de grafo que designe un grafo A



se traduce por la llamada al procedimiento A.

6. Un elemento de grafo que designe un símbolo terminal x



se traduce por la instrucción: if ch=x then read(ch) else error.
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