Estadistica Aplicada

Dr. Alfonso Alba Cadena Facultad de Ciencias
fac@fc.uaslp.mx UASLP



Contenido
1. Conceptos basicos de estadistica
2. Medidas descriptivas
3. Estimacion
4. Simulacion
5. Inferencia estadistica
6. Inferencia basada en dos muestras
7. Analisis de varianza

8. Regresion lineal simple



Bibliografia sugerida

e Probabilidad & Estadistica.
Walpole et al., Pearson Prentice Hall.

e Probabilidad y Estadistica para Ingenieria y Cien-

cias.
Jay L. Devore., Thompson Learning.



Unidad 1

conceptos basicos de
estadistica



Introduccion

e A grandes rasgos, |la estadistica tiene dos objetivos:

1. Describir y entender el comportamiento de un
conjunto de datos

2. Asistir en la toma de decisiones cuando existe
incertidumbre



Probabilidad versus Estadistica

e LLa probabilidad

— Estudia modelos que describen eventos aleatorios, que
posiblemente aun no ocurren, o podrian nunca ocurrir.

— Es estrictamente formal y matematica.

e La estadistica

— Estudia modelos que describan, de manera plausible pero
aproximada, datos que provienen de eventos conocidos.

— Utiliza herramientas matematicas (en particular, la proba-
bilidad), pero también se basa mucho en interpretaciones
subjetivas.



Tipos de estadistica

e De manera arbitraria, |las técnicas que se estudian
en estadistica suelen dividirse en dos categorias:

1. Estadistica descriptiva: Tiene por objetivo
describir las caracteristicas de los datos de man-

era resumida.

2. Inferencia estadistica: Tiene por objetivo ex-
traer conclusiones o tomar decisiones a partir de

los datos.

e En la practica existe un gran traslape vy retroali-
mentacion entre ambas categorias.



Estudios de bioestadistica
e E| primer paso en cualquier estudio estadistico con-
siste en establecer objetivos. Por ejemplo:

— Determinar si un factor especifico en un estudio
tiene un impacto significativo en el resultado.

— Comparar dos poblaciones con respecto a alguna
caracteristica de sus miembros.

— Validar nuevas metodologias.



Tipos de estudios

e Encuestas

e Estudios clinicos

e Analisis de datos experimentales

e Estudios de campo



Tipos de datos

e Nominales: Representan categorias que no son comparables.
Puede ser necesario agrupar los datos de acuerdo a los criterios
nominales y posteriormente analizar las posibles diferencias
entre categorias.

e Ordinales: Representan datos numeéricos que pueden ordenarse,
pero no existe una manera exacta de calcular la distancia en-
tre ellos. Por ejemplo, opciones en encuestas como: Pésimo,
Malo, Regular, Bueno, Excelente.

e MéEtricos: Representan cantidades enteras o reales (usual-
mente fisicas) que pueden compararse en términos de alguna
distancia.



Agrupacion de datos

e Casos de prueba: Representan la fraccion de los datos que
tiene el factor o la caracteristica que se desea estudiar, o sobre
la cual se desea tomar decisiones. Por ejemplo: pacientes a
los que se les aplica un nuevo tratamiento o medicamento,
fumadores en un estudio de los efectos del tabaco, etc.

e Grupos de control: Representan aquellos datos que se sabe
que no tienen el factor o la caracteristica bajo estudio. Por
ejemplo: pacientes a los que se les aplica el tratamiento es-
tandard (en lugar del nuevo), o no fumadores en el estudio de
los efectos del tabaco.
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Poblaciones y muestras

e Por lo general, uno quisiera describir o extraer conclusiones
sobre un conjunto relativamente numeroso de sujetos. A este
conjunto se le llama poblacion o universo. Por ejemplo: de
todas las personas que fuman, qué porcentaje llegan a desar-
rollar cancer pulmonar? O cual es la estatura promedio de los
mexicanos?

e En |la practica, suele ser muy costoso o incluso imposible eval-
uar a todos los elementos de |la poblacion, por o que se con-
sidera unicamente un subconjunto ‘suficientemente grande”
de ella, llamado muestra.
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Poblaciones y muestras

e Si uno pudiera entrevistar o evaluar a toda la poblacion, la
descripcion o conclusiones resultantes estarian libres de error
y serin irrefutables.

e Sin embargo, dado que solamente se evalua una muestra,
el analisis realizado siempre tendra un cierto grado de incer-
tidumbre. Una de las tareas de |la estadistica es cuantificar
esta incertidumbre.
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Seleccion y tamaino de la muestra
e Dos de los principales factores que influyen en el
grado de incertidumbre son:
— La manera de seleccionar la muestra

— La cantidad de elementos o tamano de la mues-
tra
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Seleccion de la muestra

e Comunmente se utiliza un muestreo uniforme e independiente.
Es decir, cualquier elemento de la poblacion tiene la misma
probabilidad de ser elegido, y no influye en |la eleccion de otros
elementos.

e En algunos casos puede justificarse el uso de otros esque-
mas de muestreo; por ejemplo, cuando algun segmento de la
poblacion podria verse subrepresentado en una muestra uni-
forme.

e En caso de no poder muestrear uniformemente la poblacion,
debe limitarse explicitamente el estudio al segmento del que
proviene la muestra y evitar generalizar las conclusiones a la
poblacion total.
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Tamaino de muestras

e El nimero de elementos en la muestra por lo general influye
de manera directa en el grado de confiabilidad del estudio (o
de manera inversa en el grado de incertidumbre).

e En muchos estudios, es posible ir incrementando el tamano
de muestra conforme se van adquiriendo nuevos datos.

e En un estudio prospectivo, donde se planea obtener nuevos
datos conforme transcurre el tiempo, se debe considerar la
posibilidad de que a algunos sujetos no se les pueda dar
seguimiento. EnNn general, es deseable iniciar el estudio con
el mayor nimero de sujetos posible.
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Muestreo con vy sin reemplazo

e En |la mayoria de |los casos, no se permite seleccionar a un
elemento de |la poblacion mas de una vez en |la muestra. A
esto se le llama muestreo sin reemplazo.

e Desde el punto de vista teodrico, sin embargo, la mayoria de
las formulas usadas en estadistica suponen un muestreo con
reemplazo, donde el mismo elemento podria aparecer dos 0O
Mas veces en la muestra.

e Si el tamano de la muestra es relativamente pequeno com-
parado con el tamano de |la poblacion, entonces se considera
valido aplicar las formulas estadisticas a muestras sin reem-
plazo.
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Manejo de datos

e En la mayoria de las aplicaciones modernas de la estadistica,
suele adquirirse una gran cantidad de datos.

e Muchas veces, estos datos se almacenan en forma de tablas:
para cada objeto de estudio (sujetos, pacientes, etc) se cap-
turan varios campos de datos. Los campos se organizan en
columnas y los sujetos forman los renglones de una tabla o
matriz.

e En otras ocasiones, la informacion obtenida de cada objeto
de estudio es mucho mas compleja (e.g., sehales de EEG,
imagenes de resonancia magnética, etc). En estos casos, la
informacion suele organizarse de diversas maneras; aunque
existen varios formatos estandarizados (EDF, DICOM, etc).
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Formatos de archivo para tablas

e LA manera mas sencilla de manejar una tabla de datos en una
computadora es utilizar un formato de archivo de texto.

e En este caso, cada rengldon de |la tabla se traduce a un renglon
en el archivo de texto, vy los elementos de cada renglon se sep-
aran mediante uno o mas caracteres separadores (usualmente
espacios, tabulaciones, o comas).

e Uno de los formatos mas comunes (y que muchos progra-
mas pueden leer y escribir) es el formato CSV (comma sepa-
rated values), donde los elementos de los renglones se separan
unicamente por comas. Sin embargo, los datos pueden ser
NUMEéricos o alfanumeéricos.
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Lectura y escritura de tablas en Octave

e Lectura de matrices numéricas:

— Datos separados por espacios o tabuladores:
m = load("archivo.txt");

— Datos separados por comas:
m = csvread("archivo.csv");

e Escritura de matrices numéricas:

— Datos separados por espacios o tabuladores:
save —ascii "archivo.txt" m

— Datos separados por comas:
csvwrite("archivo.csv", m)
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Lectura de tablas en C/C++

e Lectura de un archivo de texto separado por espacios o tab-
uladores en C++:

#include <fstream.h>

ifstream ifs("archivo.txt");
for (i = 0; i < n; i++) {
ifs >> registrol[i] .propiedad_1;

ifs >> registrol[i].propiedad_m;

¥

ifs.close();
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Escritura de tablas en C/C++

e Escritura de una tabla separada por espacios o tabuladores en
CH++:

#include <fstream.h>

ofstream ofs("archivo.txt");
for (i = 0; i < n; i++) {
ofs << registrol[i].propiedad_1 << "\t";

ofs << registrol[i].propiedad_m << endl;

¥

ofs.close();

e En caso de ser necesario, se puede cambiar el tabulador por un
espacio o coma (por ejemplo, para generar un archivo CSV).
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Técnicas de conteo

e En un estudio moderno, es comun contar con muestras de
gran tamafo (cientos, miles, o millones).

e Una de las principales maneras de resumir la informacion, es
contando cuantas veces se observa un dato particular en la
muestra (frecuencia).

e Para realizar el conteo, es importante distinguir entre dos tipos
de datos:
— Discretos: Nominales, ordinales, y enteros.

— Continuos: Reales y enteros en un rango es suficiente-
mente grande.
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Tablas de frecuencias

e Para elaborar una tabla de frecuencias, es necesario determi-
nar primero el rango de los datos; es decir, los valores minimo
Yy maximo que pueden tomar.

e El rango se divide (en caso de ser necesario) en un ndmero
adecuado de intervalos (disjuntos y cuya union sea el rango
completo), llamados categorias o bins. Usualmente, los bins
son equiespaciados, pero en algunas aplicaciones tiene mas
sentido usar intervalos con longitudes distintas.

e Para cada bin se encuentra el numero de datos que caen den-
tro del intervalo correspondiente (para datos continuos), o
que son iguales al valor que representa el bin (para datos dis-
cretos).
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Frecuencias relativas

e ENn algunos casos puede ser mas util presentar las
frecuencias como proporciones o porcentajes con
respecto al numero total de datos.

e Esto es particularmente util cuando se desean com-
parar dos 0 mas muestras de distintos tamanos.
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Histogramas

e Un histograma es una representacion grafica de una tabla de
frecuencias, donde comunmente el eje horizontal corresponde
a los valores de los datos, y el vertical a las frecuencias. La
frecuencia de cada bin se grafica mediante barras, lineas ver-
ticales, o como una funcidon continua.

e Un aspecto importante es el tamafio de los bins (con respecto
al nimero de datos): si éste es demasiado grande, los datos
se concentraran en pocos bins y no sera posible apreciar los
detalles de la distribucion; si es demasiado pequed, se apre-
ciaran “agujeros’ en las regiones donde hay menor densidad
de datos.
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Histogramas multi-dimensionales

e Un histograma multi-dimensional es una tabla de frecuencias
que cuenta el numero de veces que ocurre cada posible com-
binacion de resultados cuando se observa mas de una variable
(por ejemplo, peso y altura de una persona, o el hecho de ser
fumador y que uno de los padres también lo sea).

e EI histograma multidimensional permite apreciar y cuantificar
correlaciones entre variables.

e QQUE€ pasa cuando hay demasiadas variables? — La maldicion
de la dimensionalidad.
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Unidad 11

Medidas descriptivas
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Introduccion

e L a estadistica descriptiva tiene por objetivo presentar de una
manera resumida ciertas caracteristicas (numéricas) de una
poblacion.

e [ ipicamente, estas caracteristicas se estiman a partir de una
muestra, vy representan una aproximacion de las verdaderas
caracteristicas de la poblacion.

e Para distinguir entre ambas cosas, llamaremos parametros a
las caracteristicas (posiblemente desconocidas) de la poblacion,
y estadisticos a las que podemos estimar a partir de la mues-
tra.
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Medidas descriptivas

e Las principales medidas descriptivas que caracteri-
Zan a una poblacion o una muestra se pueden clasi-
ficar como sigue:

— Medidas de tendencia central o localizacion
— Medidas de variabilidad o dispersion

— Medidas relacionales
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Medidas de tendencia central

e Estas caracteristicas describen el valor central de
una muestra o poblacion.

e Las medidas mas comunes son: media, mediana,
Yy moda.
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Media

e La media, también llamada media aritmética o promedio es
la medida central mas utilizada en estadistica.

e Se define simplemente como la suma de todas las observa-
ciones en la muestra, dividida entre el numero de observa-
ciones.

e Si los datos de una muestra de tamano n son x1,xo,...,x,, |3
media de la poblacion (posiblemente desconocida) se repre-
senta tipicamente como u,, mientras que la media muestral
se representa con x:

n

_ 1+ x2+...+x, 1
= = — Tn.
T n;
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Propiedades de la media

El promedio de las desviaciones alrededor de la media es cero:
1 n
— E (x; —x) = 0.
mn
Jj=1

El promedio de las desviaciones alrededor de cualquier valor distinto de la
media es distinto de cero:

%Z(a:j—z) #= 0, siz#*T.
j=1

El promedio de los cuadrados de las desviaciones alrededor de la media
es menor o igual que el promedio de los cuadrados de las desviaciones
alrededor de cualquier otro numero:

n n
1 _ 1
DGR S S R

Un incremento o decremento aplicado de forma idéntica a todos los datos
produce el mismo cambio en la media:

yy=x;+m7 j=1,....n = y=zx—+T1.

Un cambio en la escala de los datos produce el mismo cambio de escala
en la media:
yj =szj, j=1,...,n, s#0 = 1y = sI.
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Mediana

e Para una muestra de tamano n, dada por los datos x1, zo, ..., xn,
la mediana se define como aquél valor m tal que exactamente
n/2 datos son menores a m y otros n/2 datos son mayores a
m. Sin es impar, m es uno de los datos de la muestra.

e Para encontrar la mediana, se ordenan primero |los datos de
menor a mayor (o viceversa). Para n impar, la mediana es el
dato que queda en la (n+ 1)/2-ésima posicion.

e Si n es par, entonces la mediana se calcula como el promedio
de los datos que quedan en las posiciones n/2 y n/2 + 1.
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Propiedades de la mediana

e EIl promedio de las desviaciones absolutas de los
datos con respecto a la mediana es menor que el
promedio de las desviaciones absolutas con respecto
a cualquier otro numero:

e La mediana suele ser un mejor descriptor del centro
de una muestra cuando existen valores muy atipicos
(outliers). Los valores atipicos tienden a sesgar la
media de manera importante.
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Moda

e La moda representa aquél valor que ocurre con
mayor frecuencia en una poblacion o una muestra.

e Cuando los datos son discretos, la moda puede en-
contrarse simplemente haciendo un histograma de
los datos y buscando el dato que maximiza la fre-
cuencia.

e Para datos continuos, |la busqueda de la moda se
puede realizar interpolando el histograma y encon-
trando el maximo de la funcion de interpolacion.
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Medidas de variabilidad

e Otro parametro importante acerca de una poblacion es el
grado de variabilidad o dispersion de los datos.

e En general, uno espera que las medidas de tendencia central
representen de manera fiel a la poblacion o a la muestra;
sin embargo, es posible que existan muchos datos alejados
del centro. En estos casos, se esperaria observar una alta
variabilidad. Si en cambio los datos se concentran cerca del
centro, la variabilidad sera menor.

e Las medidas de variabilidad mas utilizadas son la varianza y
la desviacion estandard (las cuales estan fuertemente rela-
cionadas).

e Otras medidas de variabilidad son: el rango, el rango inter-
cuartil, y la entropia.
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Desviaciones

e Consideremos una muestra zi,...,z,. UnoO puede obtener
una medida de |a variabilidad de los datos considerando la
desviacion promedio con respecto a alguna medida de local-
izacion, por ejemplo, la media =x.

e Sin embargo, si se mide la desviacion tomando unicamente las
diferencias z; —x, sabemos que el promedio de las desviaciones
sera cero.

e Para evitar cancelaciones, podemos considerar mejor el valor
absoluto o el cuadrado de las desviaciones. En muchos casos,
se prefiere utilizar el cuadrado, debido a que tiene propiedades
analiticas que el valor absoluto no tiene.
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varianza

e En base a lo anterior, uno se veria tentado a proponer como
medida de variabilidad el promedio de los cuadrados de las
desviaciones con respecto a la media. Esta medida se conoce
como varianza poblacional (0?) o varianza muestral sesgada

(s2):
»_1¢ —\2
ss = ;Z(xj—x) :
j=1

e Cuando se utiliza la formula anterior para calcular la varianza
de una muestra y considerarla como una aproximacion a la
varianza poblacional, la estimacion resultante tiene un sesgo
que ocasiona que la varianza poblacional sea subestimada.

e Por la razon anterior, en muchas ocasiones se prefiere utilizar
el siguiente estimador no-sesgado:

1 n
2 __ . =)\2
s _—n—lé (x; — ).
]:1
n—1 _2

e Se puede demostrar que E[s’] = 02 y E[s7] = “—=0°.
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Desviacion estandar

e Dado que la varianza es el promedio de |los cuadrados de las
desviaciones con respecto a la media, sus unidades son las
unidades de los datos al cuadrado. Por ejemplo, si los datos
estan dados en metros, las unidades de la varianza seran met-
ros cuadrados.

e ENn muchas ocasiones es util contar con una medida de variabil-
idad en las mismas unidades que los datos (y que las unidades
de localizacion).

e Esto puede lograrse simplemente tomando l|la raiz cuadrada
(positiva) de la varianza. A esta medida se le conoce como
la desviacion estandar.

e | a desviacion estandar poblacional se representa con o, mien-
tras que la desviacion estandar muestral se denota con s.
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Propiedades de la varianza y la desviacion
estandar

e Ni la varianza, ni la desviacion estandar se ven afec-
tadas si se agrega un valor constante a cada obser-
vacion. Es decir:

yj=z;j+r j=1,...,n = sy = sz.

e Si se cambia |la escala de los datos por un factor
a (distinto de cero), la desviacion estandar se vera
afectada de la misma manera, mientras que la var-
ianza se vera escalada por un factor a?:

2

. 2.2
yj=ax;, j=1,...,n, a =0 == sy =asg, s; = a“sy.
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Rango

e El rango se define como la diferencia entre el mayor
y el menor valor observados en una poblacion o
unamuestra.

e Aunque el rango puede utilizarse como una medida
rudimentaria de variabilidad, es también una medida
altamente sensible a valores atipicos.

e Por otra parte, el rango tiende a incrementarse con
el tamano de la muestra. A diferencia de la vari-
anza, no hay forma que el rango disminuya a partir
de nuevas observaciones.
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Cuartiles

e Considere una muestra de tamano n dada por xi,x2,...,xn,
y sin pérdida de generalidad supongamos que los datos estan
ordenados de forma ascendente; es decir 1 <z < ... < x,.

e Los cuartiles q1,q2,q93 se definen como aquellos valores que
dividen el numero de observaciones en cuatro partes iguales,
de manera que un 25% de las observaciones son menores que
g1, un 50% son menores que g> = m (la mediana), y un 75%
son menores que gs.

e Una medida de variabilidad menos sensible a valores atipicos
que el rango es el rango inter-cuartil (IQR por sus siglas en
inglés), el cual se define como IQR = g3 — q1.
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Entropia

e Formalmente, la entropia (segun la definicion utilizada en la
teoria de la informacion - también llamada entropia de Shan-
non) es una medida de la incertidumbre de una variable aleato-

ria.
e Dada una muestra zi1,...,x,, S€ puede estimar la entropia
calculando primero un histograma normalizado pi, k= 1,...,q

de los datos, donde g es el numero de bins y p, representa la
proporcion de datos que caen en el k-ésimo bin.

e De esta manera, se define la entropia H, de la muestra como

q
Hy = — Zpk 109 (pr),
k=1

donde b es la base del logaritmo (tipicamente se utilizan las
bases 2, e y 10).

e Una propiedad interesante de la entropia es que no se ve afec-
tada por cambios en la escala o en el centro de |los datos.
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Medidas relacionales

e |L.as medidas relacionales tienen por objetivo estable-
cer el grado de relacion o interaccidon entre parejas
de variables o mediciones de una misma poblacion
O muestra. Por ejemplo, pueden usarse para cuan-
tificar la relacion entre el nivel de glucosa y el indice
de masa corporal en pacientes con diabetes.

e L as principales medidas relacionales son:
covarianza, correlacion, e informacion mutua.

e Estas medidas no pueden utilizarse para comparar
dos poblaciones o0 muestras distintas.
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Covarianza

e La covarianza mide qué tanto cambian dos variables juntas
con respecto a sus medias.

e Considere una muestra de tamano n con dos rasgos, dados
por x1,x2,...,Zn Y Y1,Y2,...,Yn. LA COvarianza cov,, entre el
rasgo = vy el rasgo y se define como

n

COV,y = %Z(Cvj —)(yj — )

j=1
e La definicion anterior se refiere a la covarianza poblacional.

Para estimar la covarianza muestral se divide entre n — 1 en
lugar de n.

e Si |la covarianza entre dos variables es igual a cero, decimos
que las variables son independientes.
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Propiedades de la covarianza

e Lo covarianza entre dos variables es positiva si al
incrementarse una de ellas por lo general se incre-
menta también la otra.

e La covarianza entre dos variables es negativa si al
incrementarse una de las variables por |10 general la
otra disminuye.

e La covarianza de una variable consigo misma es

igual a su varianza: covg, = s2.

e La covarianza es simétrica: COVgy = COVy, x.
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Correlacion

e La magnitud de l|la covarianza depende de l|la escala de los
datos. Por ejemplo, si los valores de una de las variables
se multiplican por 2, entonces la covarianza resultante sera
también el doble.

e Una medida relacional cuya magnitud no depende de la escala
de los datos se puede obtener al dividir la covarianza entre las
desviaciones estandar de las variables involucradas.

e A esta medida se le conoce como coeficiente de correlacion y

se define como

COVy y
Olow =05
=y

e E| coeficiente de correlacion siempre toma valores entre -1 vy
1. En particular, cor;, = 1.
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Informacion Mutua

e Otra manera de medir la interdependencia entre dos variables
es mediante la informacion mutua, la cual se define como

I.,.=H,+ H,— H;,,

donde H, y H, representan la entropia de = y y, respectiva-
mente, vy H,, es la entropia conjunta de ambas variables.

e La entropia conjunta se obtiene calculando primero el his-
tograma conjunto p,,; €s decir, el histograma bidimensional
que se obtiene al dividir los rangos de = y de y en regiones
rectangulares, y contando cuantos datos caen en cada region.
Posteriormente se calcula

q r
Hyy = — Z pr,y 1095 (Pz,y ),

k=11=1

donde g y r representan el numero de bins en los histograma
de x y de y, respectivamente.
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Unidad 111

Estimacion
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Introduccion

e Uno de los objetivos de la inferencia estadistica es
realizar generalizaciones acerca de la poblacion en
base a los datos de una muestra.

e En la estadistica clasica, la inferencia se realiza
de dos maneras: mediante estimacion y mediante
pruebas de hipotesis.

e La estimacion tiene por objetivo encontrar estadisticos
(también llamados estimadores) que representen fiel-
mente |las caracteristicas de |la poblacion que se de-
sean estudiar.
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La distribucion normal

e En muchos casos, la distribucion de los datos puede
aproximarse mediante la distribucion normal, la cual
tiene la forma siguiente (para el caso univariado):

Py(a) = — exp{—(x_“)z},

vV 2Tmo D52

donde u vy o2 representan, respectivamente, la me-
dia y la varianza de la distribucion normal (y no
necesariamente de los datos).

e La notacion que se utiliza generalmente para repre-
sentar esta distribucion es N (u, o2).
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Teorema del Limite Central

e E| Teorema del Limite Central establece que |la media de un
numero suficientemente grande de variables aleatorias inde-
pendientes e igualmente distribuidas (i.i.d.) tiene una dis-
tribucion aproximadamente normal.

e Especificamente, si se tienen n variables x1,x>,...,x, prove-
nientes de una distribucion con media p y varianza o2, en-
tonces, para un valor suficientemente grande de n, la media

Tn=(rx1+x2+...+x0)/0

tiene una distribucion aproximadamente normal con media u
y varianza o2/n.

e Equivalentemente, uno puede decir que /n(z,—u) /o ~ N(0,1).
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Estimacion parameétrica

e Considere una cierta poblacion de la cual se desea estimar
alguna caracteristica, la cual corresponde a un parametro 60
de la distribucion Py que representa a la poblacion.

e Para lograr esto, se obtiene una muestra de tamano n, a partir
de la cual se calcula un estadistico ©.

e EIl valor de este estadistico depende de la muestra que se elija,
por lo tanto © puede ser considerado una variable aleatoria
(razén por la cual se denota con mayuscula).

e Una cuestion importante es coOmo elegir un estadistico que
aproxime bien al parametro que se desea estimar.
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Propiedades de un estimador

e Las siguientes propiedades pueden ayudar a determinar si un
estimador es mejor que otro:

— Ser insesgado: Un estimador es insesgado si su valor es-
perado es igual al parametro que se desea estimar. Es
decir, E[@] = 0.

— Varianza de un estimador: se define como var(®) = E[(©&—
0)2]. Lo deseable es tener un estimador con la menor var-
lanza posible.

— Ser consistente: Un estimador es consistente si converge
al verdadero valor conforme el tamano de la muestra crece
a infinito.
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Estimadores puntuales

e Un estimador puntual & de un parametro 0 consiste
en un solo nidmero (una aproximacion de 0), el cual
no proporciona informacion adicional acerca de qué
tan buena o mala es la estimacion (es decir, qué
tan cerca esta © de 0).

e Por ejemplo, la media muestral X es un estimador
puntual del promedio de la poblacion wu.
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Intervalos de confianza

e En muchos casos, es preferible estimar un intervalo
(©1,0p) dentro del cual se puede esperar razon-
ablemente que se encuentre el parametro que se
desea estimar.

e Formalmente, se desea encontrar valores ©; y ©p
tales que
PG <0< BOp)=1—aq,
para 0 < a < 1.

e Al intervalo (©;,0p) se le llama intervalo de con-
fianza de (1-a)100%, vy al valor (1-a) se le llama
grado de confianza o indice de confianza.
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Intervalos de confianza

e Es facil calcular un intervalo de confianza si se conoce
la distribucion P(©) del estimador. Sin embargo,
esta distribucion rara vez se conoce por completo:
posiblemente solo se conozcan algunas de sus car-
acteristicas.

e Por ejemplo, si se desea estimar la media u de una
poblacion, el estimador que se suele utilizar es la
media muestral, la cual sabemos que tiene una dis-
tribucion aproximadamente normal (suponiendo un
tamafno de muestra suficientemente grande) cen-
trada en u, pero con varianza o2 desconocida.
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Intervalo de confianza para la media

e Consideremos el caso en que se desea estimar la media pobla-
cional p a partir de la media muestral x obtenida de una mues-
tra de tamafno n (suficientemente grande), y supongamos que
conocemos la varianza o2 de los datos.

e Por lo que hemos visto anteriormente, sabemos que

por |0 que podemos encontrar un valor Za /2 tal que

T —
Pl—zyp<——F—<zy2) =1-aq,
("/2 o/\/n Z/Q) *

donde z,,, es el cuantil de la distribucién normal A(0,1) al
que le corresponde un area de 1 — «/2.

e Manipulando la desigualdad se puede obtener el intervalo de-

seado:
P(E—za/g\/iﬁ<,u<£+za/2\/iﬁ> =1-oq.
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Intervalo de confianza para la media

e Dada una muestra z1,z2,...,z, (con n suficientemente grande)
donde cada dato proviene de una distribucion con media u
desconocida y varianza ¢? conocida, entonces se cumplen las

siguientes afirmaciones:

— Si se utiliza x como estimador de u, se puede tener una
confianza de (1-a)100% de que el error no excedera z, /20 /y/n.

— Si se utiliza x como estimador de u, se puede tener una
confianza de (1-a)100% de que el error no excedera un
umbral e cuando el tamaino de la muestra sea

2
n = (Z“/Q(’) .

e
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Intervalos de confianza para ¢ desconocida

e Cuando la varianza de los datos es desconocida vy
los datos tienen una distribucidon aproximadamente
normal, se puede calcular |la varianza insesgada 52
de la muestra y utilizar el estadistico

X —p

S/Vn’

el cual tiene una distribucion t de Student con n—1
grados de libertad.

T =

e Por lo tanto, el intervalo de confianza de (1—«)100%
se obtiene encontrando el cuantil ¢, /5 tal que

X —u .
P _ta/2<S/\/ﬁ<ta/2 =1-— .
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Intervalos de confianza para ¢ desconocida

e Nuevamente, podemos manipular la desigualdad para llegar a:

_ S - S
P<X_toz/2\/—ﬁ</vb<X+to¢/2\/—ﬁ> =1-o.

e De esta forma, si x v s son |la media y desviacion estandar de
una muestra aleatoria de una poblacion con varianza o2 de-
sconocida, se puede asegurar con un (1—«)100% de confianza

que p se encuentra en el rango
— " S — " S
L —log/p—F—=y T —Llg/2—F—= ],
SN 2
donde t,/, representa el (1 — a/2)-cuantil de una distribucion
t de Student con v = n — 1 grados de libertad.
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Intervalos de confianza para muestras grandes

e Dado que el estimador s? de la varianza es con-
sistente (es decir, converge a la varianza pobla-
cional conforme el tamafio de la muestra crece),
para muestras grandes (n > 30) se puede suponer
que s es lo suficientemente aproximado a o.

e En este caso, una buena aproximacion para el inter-
valo de confianza se obtiene tomando los extremos
S

NG

f:ljza/z
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dE_stimacic’)n de la diferencia entre dos me-
ias

e Considere el caso donde se desea estimar la diferencia entre
las medias de dos poblaciones (e.g., la diferencia promedio de
estatura entre hombres y mujeres de una cierta poblacion),
donde las medias poblacionales son, respectivamente ui vy uo,
y SuUS varianzas son o? y o3.

e Suponer que de cada poblacion se cuenta con una muestra, de
tamanos ni Yy no, respectivamente. Dado que la combinacion
lineal de variables normales tiene también una distribucidon
normal, entonces la diferencia de las medias muestrales X; —
X5 tiene una distribucion aproximadamente normal con media

1 — p2 Y varianza oip = \/af/nl + O‘%/ng.
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Caso para varianzas conocidas

e Por lo tanto, si las varianzas poblacionales 0% v o3
son conocidas, entonces el estadistico

7 — (X1 —X2) — (p1 — p2)
Joi/n1 + o3 /no

tiene una distribucion aproximadamente normal con
media O y varianza 1.

e El intervalo de confianza de (1 — «)100% para la
diferencia de medias pu1 — puo queda entonces dado
por (r1 — To) e, donde el error e esta dado por

2 2

o o
ezza/QJ 1+ 2.
ni n2
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Caso para varianzas desconocidas e iguales

e En caso de que las varianzas o7 y o5 sean descono-
cidas, pero iguales (02 = 05), el estadistico que se
debe utilizar es

T (X1 — X2) — (p1 — p2)

donde

2 (m —1)ST+ (np —1)53
p ny +no — 2 '

e I' tiene una distribucion t de Student con n1+no—2
grados de libertad.
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Caso para varianzas desconocidas e iguales

e El intervalo de confianza de (1 — «)100% para la
diferencia de medias u1 — uo cuando las varianzas
poblacionales son desconocidas e iguales esta dado
por

_ _ 1 1
(Z1 —Z2) £ ta/zsp\/ + —,
ni o no

donde
2 (nq — 1)3% + (no — 1)8%
p niy + no — 2 '
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Caso para varianzas desconocidas distin-
tas

e Cuando las varianzas poblacionales son desconocidas y no es
razonable suponer que sean iguales, el estadistico que suele
utilizarse es:

T — (X1 —X2) — (p1— p2)
V53 /n1+ 53 /no

el cual tiene aproximadamente una distribucion t con v grados
de libertad, donde

Y

(s3/n1 + s5/n2)°
[(s3/n1)2/(n1 — 1)] 4 [(s3/n2)2/(n2 — 1)]

e ES importante notar que v depende de variables aleatorias,
por |0 cual representa una estimacion de |los grados de liber-
tad, ademas de que sera necesario redondear v al entero mas
cercano.
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Estimacion de una proporcion

e En muchos casos se tienen datos que representan variables
binomiales (por ejemplo, la preferencia de un medicamento
con respecto a otro, o el hecho de que una persona sea fu-
mador o no), y el interés radica en estimar la proporcion de
la poblacion que tiene una cierta caracteristica.

e Esta proporcion se calcula simplemente como P = X/n, donde
X representa el numero de elementos que tienen la propiedad
de interés en una muestra de tamano n.

e Es importante notar que X se puede obtener como una suma
de n variables aleatorias tipo Bernoulli cuyo valor es 1 si el
elemento correspondiente tiene la propiedad de interés, y O si
no la tiene.
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Estimacion de una proporcion

e Ya que X es |la suma de variables i.i.d., para n suficientemente
grande podemos decir que X esta normalmente distribuida con
media p y varianza o2, donde p es la proporcion de la poblacion
que se desea estimar y 02 = p(1 — p)/n.

e Por lo tanto, si se espera que p NO sea Muy cercana a cero
O a uno, podemos estimar un intervalo de confianza de (1 —
«)100% considerando el estadistico

-~

P—p
Z = )
Vp(l—p)/n

y encontrando el cuantil Za /2 tal que

P (—Za/z < Z < ZQ/Q) =1-o.
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Intervalo de confianza para una proporcion

e Manipulando la ecuacion anterior para aislar p en el centro de
la desigualdad se llega a

p (13 — 2a2VP(1 —p)/n <p < P+ 2,2v/p(1 —p)/n> =1-a,

sin embargo sigue apareciendo p (la cual es desconocida) en
los extremos de |la desigualdad.

e Una alternativa es que, para n grande, el error que se obtiene

al reemplazar p por p es muy pequeno, por lo que podemos
escribir

P(P = zp/BA = 0)/n <p < P+ 200VBA —p)/n) ~ 1 -0

e De manera que el intervalo de confianza para p esta dado por

P 24/2v/B(1 — D) /n.
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Seleccion del tamaino de muestra

e Sise utiliza p como estimacion de p, entonces podemos asegu-
rar con un (1—a)100% de confianza que el error de estimacion
no excedera de

20/2V/D(1 — P)/n.

e Por |o tanto, si se desea tener un error maximo e, el tamano
de la muestra debe ser aproximadamente

> Zi/gﬁ(l T ﬁ)
n .

e2

e Note que se requiere conocer p para calcular n, pero p se
obtiene a partir de una muestra. Tipicamente se utiliza una
muestra preliminar con tamano n > 30 para estimar p, y pos-
teriormente se estima el tamano de muestra para obtener el
error deseado.
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Estimacion de la diferencia entre dos pro-
porciones

e Consideremos ahora el problema de estimar la diferencia entre
dos proporciones, por ejemplo p;1 —p> donde p; es la proporcion
de fumadores con cancer pulmonar y p, e€s la proporcion de
no-fumadores con cancer pulmonar.

e EI| estimador que suele utilizarse es
7 = (P1 — P2) — (p1 — p2)
vVp1(1 —p1)/n1 + p2(1 — p2)/no

~ N(0,1).

e Nuevamente sera necesario reemplazar p; Yy p> por sus estima-
ciones p1 Y p> en la estimacion del intervalo de confianza para
(p1 — p2), el cual queda como

(1 — P2) * 2 /2\/131(1 —p) | P2(1—72)

n1 no
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Estimacion de la varianza

e Dada una muestra de tamafio n, la varianza muestral S2 puede
utilizarse como un estimador de la varianza poblacional o2.

e Si las poblacion tiene una distribucion normal, entonces el

estadistico

— —
tiene una distribucion chi cuadrada con n — 1 grados de liber-
tad.

e Por lo tanto, podemos encontrar los cuantiles X%—Q/Q y Xi/z de

la distribucion chi cuadrada con (n—1) grados de libertad que
dejan areas de 1 — a/2 y a/2, respectivamente, a la derecha,
de manera que

P (X%—a/Q < X2 < Xi/z) =1 — .
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Intervalo de confianza para la varianza

e Dividiendo la desigualdad entre (n—1)S? y tomando el reciproco
de cada término (cambiando asi el sentido de las desigual-
dades) llegamos a

P<(n_1)52<02< (n_1)52> =1-—q.

2 2
Xa/Q Xl—oz/?

e Por |lo tanto, para una poblacion con distribucion normal, el
intervalo de confianza de (1 —«)100% para la varianza pobla-
cional o2 esta dado por

(n —1)s? o2 < (n —1)s?

> >
Xa/2 X1-a/2

Y

donde s2 es la varianza muestral de una muestra de tamafo
2 2 . . . . - .
n, Y Xo2 Y Xi_q/2 SON cuantiles de la distribucion chi cuadrada

con n — 1 grados de libertad.
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Estimacion de la razon de dos varianzas

e Cuando se desean comparar las varianzas de dos poblaciones,
se suele considerar la razon de las varianzas en lugar de la
diferencia.

e De esta manera, el parametro de interés es af/ag, y el esti-
mador utilizado es s?/s3.

e Siambas poblaciones son normales y dadas muestras de tamanos
ni Y no, respectivamente, de las poblaciones 1 y 2, entonces
el estadistico

o 0353
0252
1~2
tiene una distribucion F con vi = ni1 — 1y v» = n» — 1 grados

de libertad.
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Intervalo de confianza para la razon de
varianzas

e Con base en lo anterior, podemos encontrar los cuantiles
fi—app(v1,v2) ¥ fo/2(v1,v2) tales que

2a2
0557

2a2
o155

P <f1—a/2(’01,?12) < < fa/Q(Ul,U2)> =1-a.

e Aprovechando el hecho de que fi_,/2(vi,v2) = 1/fy/2(v2,v1),
podemos manipular la desigualdad anterior para encontrar el
intervalo de confianza de (1 — «)100%, el cual esta dado por

2 2 2
S 1 o S

é < é < éfoz/Q(,UQfUl)-
85 fajo(v1,v2) 05 = 85
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Unidad 1V

Pruebas de hipotesis

7



Introduccion

e Esta unidad se enfoca en el problema de formular
un procedimiento de decision en base a los datos
que se tienen. Por ejemplo, considere el problema
de decidir si un tratamiento nuevo para cierta enfer-
medad es mas efectivo que el tratamiento comun.

e En estos casos, el analista/ingeniero/cientifico sue-
len postular una conjetura o hipotesis acerca de
la o las poblaciones en las que esta interesado.
Por ejemplo, |la conjetura podria ser que |los dos
tratamientos antes mencionados son igual de efec-
tivos.
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Hipotesis estadistica

e Formalmente, la conjetura que se postula se escribe
en forma de una hipotesis estadistica, |la cual es una
aseveracion con respecto a una o mas poblaciones.

e Por ejemplo, si u1 y po representan los tiempos
medios de recuperacion con dos tratamientos dis-
tintos, uno podria postular la hipotesis uy — uo = 0.

e Dado que se desconocen uq y uo, €l problema con-
siste en verificar la validez de la hipotesis para una
muestra dada.
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Nocion de prueba de hipotesis

e Para verificar una hipotesis estadistica uno debe preguntarse
Si existe una probabilidad razonable de observar una muestra
tan extrema como |la que se tiene bajo la suposicion de que
la hipotesis es cierta.

e Retomando el ejemplo anterior, suponga que 1 Y x> represen-
tan las medias muestrales del tiempo de recuperacion de los
dos tratamientos que se desea comparar. Uno debe entonces
hacerse la siguiente pregunta: si suponemos que 3 = p2, cual
es la probabilidad de obtener una muestra (de cada poblacion)
cuya diferencia de medias muestrales X; — X» sea al menos
tan extremo como x1 — x»o.

e Solamente cuando dicha probabilidad es muy pequena se puede
rechazar la hipotesis; sin embargo, en ningun momento po-
dremos aceptar la hipotesis.
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Hipotesis nula e hipotesis alternativa

e La hipotesis nula (denotada por Hp) representa aquella con-
jetura que se desea probar. Esta hipotesis debe considerarse
como plausible (aunque no necesariamente cierta) hasta que
Nno se tenga evidencia suficiente para rechazarla. La hipotesis
nula se rechaza cuando la probabilidad de observar un resul-
tado igual o mas extremo que el que se obtiene de la muestra
es muy pequena.

e Al rechazar Hp se debe aceptar una hipotesis alternativa (Hy),
la cual por lo general esta asociada con la pregunta que se
desea responder.

e La hipotesis nula Hp siempre se opone a Hi, ¥y en muchos
Casos una es el complemento |6gico de la otra.
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Resultado de una prueba de hipotesis
e Por lo tanto, una prueba de hipotesis solo puede
dar como resultado uno de los dos siguientes:

— Se rechaza Hgp a favor de Hq dada la suficiente
evidencia en los datos

— No se rechaza Hpy (Hp sigue siendo plausible,
pero no necesariamente aceptada)

e Solo se llega a una conclusion firme cuando Hp es
rechazada.

82



TIpos de errores

e Cuando se realiza una prueba de hipotesis, uno puede incurrir
en dos tipos de errores:

— Error Tipo I. Rechazar la hipotesis nula cuando ésta es
verdadera.

— Error Tipo II: No rechazar la hipotesis nula cuando en
realidad es falsa.

e La probabilidad de cometer un error tipo I se denota por «,
y también se le llama nivel de significancia. Tipicamente el
analista establece el nivel de significancia deseado.

e La probabilidad de cometer un error tipo II se denota por .

e La potencia de una prueba es 1 — 3; es decir, la probabilidad
de rechazar Hp cuando H; es verdadera. La potencia se utiliza
para comparar dos pruebas estadisticas con el mismo nivel de
significancia.
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Estadisticos de prueba

e E| estadistico de prueba X es |la variable aleatoria sobre la cual
se basa la hipotesis, y cuyo valor se conoce para |la muestra
con la que se cuenta.

e En el ejemplo anterior, el estadistico de prueba es X = X1— X,
cuyo valor para la muestra que se tiene es 1 — x».

e Para llevar a cabo la prueba es necesario conocer la dis-
tribucion del estadistico de prueba bajo la suposicion de que
la hipotesis nula es cierta. A esta distribucion se le llama la
distribucion nula y se denota por Py, = P(X | Hp).

e Retomando el ejemplo anterior, uno rechazaria la hipotesis
nula (de que pu1 — pu> = 0) Si
Py, (Xl — XQ < I —52) < o,
suponiendo que Hi : p1 — pu2 < 0.
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Region critica

e Por |o general, el analista determina el nivel de significancia
(probabilidad de error Tipo I) deseado. Por lo tanto, si se
conoce la distribucion nula Pgy,, es posible calcular un cuantil
z, tal que la probabilidad de observar un valor mas extremo
que x, €s justamente . En nuestro ejemplo, tendrimos que

P(X < xa) = «, donde X = Xl — XQ.
e Note que cualquier valor de 1 — xo» que sea Mmenor que xz,
ocasionara que la hipotesis nula sea rechazada. Por |lo tanto,

o puede verse como un umbral de decision (también llamado
valor critico).

e EI conjunto de valores del estadistico de prueba que ocasionan
que se rechace Hp constituyen la region critica.

e En nuestro ejemplo, Hp serd rechazada (en favor de Hi) Si
T1 — X2 < To, POr lo que la region critica es {xr € R : = < z.}.
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Pruebas de una y dos colas

e Consideremos la hipotesis nula Ho : pu1—u> = 0. Dependiendo
de la pregunta que uno desea responder, es posible establecer
distintas hipotesis alternativas.

e Cuando la hipotesis alternativa es unilateral, por ejemplo Hi :
w1 — 2 < 0, o bien Hy : u1 — u2 > 0 se dice que se trata de
una prueba de una sola cola. En este caso, la region critica
contempla solamente una cola de la distribucion nula, por lo
que el umbral de decision es x,.

e Cuando la hipotesis alternativa es bilateral, por ejemplo Hi :
w1 — p2 #+= 0, entonces se trata de una prueba de dos colas,
y para definir la region critica se requeriran dos cuantiles o
valores criticos x./2 y x1_,/2 tales que

P(X <zo/2) =a/2, v P(X <T1_q/2) = a/2.
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P-valores

e Una alternativa que no requiere el calculo de un valor critico
(o incluso la especificacion del nivel de significancia) consiste
en calcular lo que se conoce como el p-valor (o valor p) de la
prueba.

e EIl p-valor se define como la probabilidad de obtener un valor
del estadistico de prueba al menos tan extremo que el que se
observa a partir de la muestra, bajo la suposicion de que la
hipotesis nula es cierta.

e Por ejemplo, es para una prueba de una sola cola donde Hp :
u = 0, el p-valor se calcula como
P(X <z), si Hi:u<Oo,
O bien,
P(X >x), si Hi:pu>0.

e En una prueba estadistica, un p-valor suficientemente pequeino
(en particular, menor que «) ocasionara el rechazo de la hipotesis
nula.
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P-valores vs. valores criticos

e Ventajas de utilizar valores y regiones criticas

— Si la distribucion nula es conocida, puede proponerse un
valor de « para el que el valor critico x,, es facil de encontrar
(e.g., en tablas).

— Si se tienen que realizar multiples pruebas con la misma
distribucion nula y el mismo nivel de significancia, solo es
necesario calcular una vez el umbral de decision / valor
critico. (esto, sin embargo, acarrea otros problemas)

e Ventajas de utilizar p-valores

— Por lo general es mas simple estimar probabilidades cumu-
lativas que encontrar cuantiles, aun cuando se desconozca
la forma de la distribucion nula (e.g., histogramas).

— NoO se requiere establecer de antemano un nivel de signif-
icancia. Puede calcularse primero el p-valor y posterior-
mente (en caso de ser necesario) proponer un valor para
.
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Pruebas de hipotesis sobre la media

e Caso para cuando la varianza poblacional ¢2 es conocida:

Hipotesis nula: Ho: pu = uo (para un valor dado de ug).

Estadistico de prueba: Z = f/_j‘ﬁo ~N(0,1).

Region critica:

* |z > 242 cuando Hiy @ p 7 po.
x 2z > zo CUANdO Hi: p > uo.

x 2z < —zq CUANdO Hi @ p < po.
P-Valor:

x 1 — P(Z < z) cuando z > 0.

x P(Z < z) cuando z < 0.
donde P representa la distribucion N(0,1).
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Pruebas de hipotesis sobre la media

e Caso para cuando la varianza poblacional 2 es desconocida:

Hipotesis nula: Ho: pu = uo (para un valor dado de pug).

o 4. . _ X— o 2 ijl(Xj_X)z
Estadistico de prueba: T = S/\;% ~t(n—1), S° = — .

Region critica:

* |t| > t,» cuando Hi @ p # po.
x t >ty cuando Hi : u > uo.

x t < —to cuando Hi @ p < uo.
P-Valor:

x 1 — P(T <t) cuando t > 0.

x P(T < t) cuando t < 0.

donde P representa la distribucion ¢ de Student con n—1
grados de libertad.
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Pruebas de hipotesis sobre una proporcion
e Hipotesis nula: Hp: p = po (para un valor dado de pg).

e Estadistico de prueba:
X —
7 — Po
vpo(l —po)/n

para n suficientemente grande.

~ N(0,1)

e Regidn critica:
— |z > z4/2 cuando Hi : p # po.
— 2z > z4 Cuando Hi @ p > po.
— 2z < —zq Cuando Hi : p < po.
e P-Valor:
— 1 - P(Z < z) cuando z > 0.
— P(Z < z) cuando z < 0.
donde P representa la distribucion N(0,1).
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Pruebas de hipotesis sobre la varianza
e HipGtesis nula: Ho: 02 = o3 (para un valor dado de o3).

e Estadistico de prueba:
> (n—1)52 5
X< = 5 ~x“(n—1).
90
para una poblacion normalmente distribuida.

e Region critica:
— X < Xj_ap 6 X> > X2, cuando Hi: o # 3.
— x? > x2 cuando Hy: o2 > .
— x?><x%_, cuando Hy: 02 < o3.
e P-Valor:
— 1 - P(X? < x?) cuando x? >n — 1.
— P(X? < x?) cuando 2 <n —1.

donde P representa la distribucion chi cuadrada con n — 1

grados de libertad.
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Pruebas de hipotesis sobre las medias de
dos poblaciones

e Caso para cuando las varianzas poblacionales o7 y 03 son cono-
cidas:

— Hipotesis nula: Ho: pui1 = uo.

— Estadistico de prueba: Z = X=X2. ~ A(0,1).

— Region critica:
* |z > Zos2 CUANdO Hi @ p1 7 po.
x 2 > 2o CcUando Hi @ p1 > uo.
x 2z < —2Zq CUANdO Hi @ p1 < uo.

— P-Valor:
x 1— P(Z < z) cuando z > 0.

x P(Z < z) cuando z < 0.
donde P representa la distribucion N (0, 1).
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Pruebas de hipotesis sobre las medias de
dos poblaciones

2 2

e Caso para cuando las varianzas poblacionales o7 y o5 son

iguales y desconocidas:

— Hipotesis nula: Ho: pui1 = po.

— Estadistico de prueba: T = %=X t(n1 + no — 2),

Son/ it

2 (n1—1)52+(n2—1)52
donde 57 = e

— Region critica:
* |t| > t,/o cuando Hi @ p1 7 po2.
x t > to, cuando Hiy @ u1 > uo.
x t < —to cuando Hiy @ p1 < po.
— P-Valor:
x 1 — P(T <t) cuando t > 0.

x P(T < t) cuando t < 0.

donde P representa la distribucion ¢t de Student con ni +
no — 2 grados de libertad. 94



Pruebas de hipotesis sobre las varianzas
de dos poblaciones

e Hipotesis nula: Hg: o1 = o»o.

e Estadistico de prueba: S = g—g ~ F(ni1—1,n>— 1), cuando las
poblaciones estan normalmente distribuidas.
e Region critica:
— [ < ficaj2 O f > fay2 cuando Hi: o1 7# 02.
— f > fo cuando Hy : o1 > o>.
— f < fi_a cuando H; : o1 < o».

e P-Valor:
— 1— P(F < f) cuando f > 1.
— P(F < f) cuando f < 1.

donde P representa la distribucion FF con vi = n1— 1Yy vy =
no — 1 grados de libertad.

95



Unidad V

Inferencia no
parametrica
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Motivacion

e La inferencia estadistica (estimacion y pruebas de hipdtesis)
clasica se fundamenta en la obtencion de estadisticos cuya dis-
tribucion, bajo ciertas condiciones, tiene una forma paramétrica
conocida; por ejemplo, una distribucion tipo t de Student con
un cierto numero de grados de libertad.

e Sin embargo, habra ocasiones en las que |la caracteristica que
se desea estimar o probar no tiene una distribucion conocida.

e Por ejemplo, en el analisis de senales biomédicas es comun re-
alizar pruebas para determinar si ciertas caracteristicas de la
sefnal como la potencia o la entropia, o bien, la correlacion en-
tre dos senales distintas, es significativamente mayor o menor
que un cierto valor (tipicamente conocido como la linea de
base). Otro ejemplo ocurre cuando se desea hacer inferen-
Cia sobre la varianza de una poblacidon que no necesariamente
esta normalmente distribuida.

e En algunos de estos casos, es posible obtener la distribucion
del estadistico de forma aproximada mediante modelos no
paraméetricos.
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Estimacion de densidad no parameétrica

e Considere el siguiente problema: se tiene una mues-
tra z1,2o,...,2n Y S€ desea modelar la funcion de
densidad p»(z) de estos datos, de manera que se
puedan estimar la probabilidad cumulativas

Py(z) =pz(Z2 <) = [ py(a)dz

y cuantiles

za, tal que Py(zq) = .
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Estimacion de densidad a traveés del his-
tograma

e Si los datos z1,...,z, corresponden a una muestra uniforme e
independiente de la distribucion pz; que se desea estimar, y Si
el numero de datos n es suficientemente grande, entonces se
puede estimar la distribucion a través de un histograma con
N bins, donde N es suficientemente grande.

e Sean a = min;{z;}, b = max;{z;}, y h = (b—a)/N, entonces
pzla+kh < Z < a+ (k+1)h) ~ £,
n

donde p;. corresponde al k-ésimo bin del histograma (indexados
a partir de k = 0).

e Por lo tanto, una estimacion burda de la probabilidad cumu-
lativa Pz(z*) se puede obtener sumando las frecuencias desde

el primer bin hasta el bin que contiene a z*. Especificamente,
sea k* = |(2* — a)/h]; entonces,

k*
. 1
Pz(2") ~ - Zpk:-
k=0
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Estimacion de cuantiles a través del his-
tograma

e EIl cuantil z, puede estimarse como la posicion donde inicia
el primer bin tal que |la suma de todos los bins anteriores
representa una proporcion igual a «. En otras palabras, z, =~
a + kqoh, donde

k

ko, = arg mkin 2)]?]' > an
]:

e En la practica, k, se encuentra sumando las frecuencias de los
bins a partir del primer bin. Cada vez que se agrega un bin, se
compara la suma hasta el momento con an, y en caso de ser
mayor la suma, el indice del ultimo bin agregado corresponde
a k..
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Estimacion de densidad basada en kernels

e En un histograma normalizado, cada dato contribuye de igual
manera al area total que le corresponde a cada bin. El area
con la que contribuye cada dato es igual a 1/n (donde n es el
nimero de datos), de manera que el area total del histograma
normalizado es igual a uno.

e Una alternativa para estimar la funcion de densidad de una
muestra consiste en considerar que cada dato defina de cierta
forma su propio bin, el cual estara centrado en el valor del
dato, y tendra una anchura definida por h. Al igual que en el
caso de los histogramas normalizados, cada dato debe con-
tribuir con un area de 1/n al area total de la funcion de den-
sidad.
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Estimacion de densidad basada en kernels

e Consideremos una muestra z1,...,z,. Con base en lo anterior,
podemos estimar la funcion de densidad de probabilidad pyz
como

1 — 1 — Z— Z;
~-Y Ki(z—z)=")Y K 2,
pz(2) n; W(z = 2) nh; ( - )

donde K es una funcion integrable simétrica no-negativa, lla-
mada kernel cuya integral es igual a uno. Por otra parte, K}
se conoce como el kernel escalado y por |lo general se define
como Kp(x) = K(x/h)/h. A h se le conoce como el ancho de
banda del kernel.

e Los kernels mas comunmente utilizados son: uniforme (rect-
angular), triangular, Gaussiano (normal) y el de Epanechnikov.

e Dado que el kernel es una funcion integrable, |a probabilidad
cumulativa Pz(z) por lo general puede encontrarse de manera
analitica.
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Seleccion del ancho de banda

e E|l ancho de banda h tiene una gran influencia en la forma
de |la distribucion estimada. La eleccion correcta de h depen-
dera de los datos. Si se utiliza un valor muy pequeno de h,
la distribucion estimada presentara muchos artefactos que se
observan como variaciones abruptas en la funcion de densi-
dad. En cambio, un valor demasiado grande de h resultara
en estimaciones de distribuciones muy suaves que tienden a
la uniformidad.

e Para el caso del kernel Gaussiano, una regla practica para
encontrar un ancho de banda optimo es la regla de Silverman:

4 5\ 1/5
h = (i> ~ 1.O6sn_1/5,

3n

donde s es |la desviacion estandar de la muestra.
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Histogramas vs Kernels

e La estimacion de densidad basada en histogramas tiene como
ventaja su facilidad de implementacion y su eficiencia com-
putacional (cuando el numero de bins es considerablemente
menor que el niumero de datos). Sus desventajas son la res-
olucion limitada (por el numero de bins), y que por lo general
requiere un gran numero de datos para evitar regiones sub-
muestreadas del histograma.

e La estimacion de densidad basada en kernels tiene ventajas
analiticas y puede producir buenos resultados aun cuando el
numero de datos es pequeno. Sin embargo, los resultados
pueden ser muy sensibles a la eleccion del ancho de banda, vy
cuando se tiene un gran numero de datos, la estimacion tiene
un costo computacional considerable.
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Unidad VI

Regresion lineal simple
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Motivacion

e En ocasiones, uno requiere realizar pruebas estadisticas
para determinar si dos 0 mas variables tienen alguna
relacion entre si. Por ejemplo, determinar si existe
una relacion cuantificable entre el peso y la presion
sanguinea de una cierta poblacion.

e L a existencia de tales relaciones permite predecir el
comportamiento de una de las variables cuando se
conocen las demas.
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Graficas de dispersion

e Suponga que estamos interesados en la posible relacion entre
dos variables X y Y de una cierta poblacion, y que contamos
con una muestra (x1,y1), (x2,y2), ldots, (xn,yn).

e Un primer paso para determinar si existe una relacion entre dos
variables, consiste en graficar los datos de la muestra como
puntos en un plano cartesiano donde el eje de las abscisas
representa la variable X vy el de las ordenadas representa a Y.
Esto se conoce como una grafica de dispersion o scatterplot.

e Si los datos quedan mas o menos a lo largo de una linea
recta o curva, entonces existe una relacion fuerte entre ambas
variables. Si los datos forman mas bien una nube, |la relacion
entre ellos no es clara o es inexistente.
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Modelos de regresion

e Para cuantificar la relacion entre dos variables o mas variables
se propone un modelo paramétrico que expresa matematicamente
la forma general de la curva que describen los datos cuando
son graficados. La forma exacta dependera de ciertos parametros
los cuales deben ser estimados a partir de una muestra.

e Basicamente, el modelo de regresion describe el comportamiento
de una de las variables (la variable dependiente o respuesta
del modelo) con respecto a las demas (las variables indepen-
dientes o regresores).

e LOS modelos de regresion pueden clasificarse de acuerdo al
numero de variables independientes. Cuando solo se tiene
una variable independiente, se trata de un modelo de re-
gresion simple, de lo contrario, se denomina modelo de re-
gresion multiple.

e Los modelos de regresion también pueden clasificarse de acuerdo
a la forma de la curva que describen: lineal, polinomial, ex-
ponencial, etc.
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Regresion lineal simple

e El modelo de regresion lineal simple considera que la respuesta
Y depende linealmente de un solo regresor X, y por lo tanto
esta dado por:

Y =a+ B8X +¢,

donde a y B son los parametros del modelo, y € es una variable
aleatoria con E(e) = 0 y var(e) = ¢2. Esta variable aleato-
ria (también conocida como residuo) representa las posibles
desviaciones de cada dato con respecto al modelo, dadas por
la variabilidad inherente a la poblacion.

e LOs objetivos del analisis de regresion suelen ser
1. Obtener una estimacion de los parametros a vy B.
2. Determinar la variabilidad de los parametros

3. Con base en lo anterior, determinar si existe una relacion
estadisticamente significativa entre X y Y.
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Estimacion de parametros por minimos cuadra-
dos

e Si se tiene un modelo que se ajuste bien a los datos, en-
tonces uno puede esperar que los residuos sean relativamente
pequenos (comparados, por ejemplo, con un modelo que no
se ajusta bien).

e Por lo tanto, una manera de encontrar los parametros del
modelo consiste en minimizar el error cuadratico total, el cual
puede definirse como la suma de los residuos al cuadrado. Por
ejemplo, si modelamos cada dato como

yj = o+ Bxj + ey,

entonces el error cuadratico total esta dado por

E = Zejz- = Z(y] — a — Bx;)>.
j=1 j=1
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Estimacion de parametros por minimos cuadra-
dos

e Para minimizar el error, se calculan las derivadas parciales del
error con respecto a los parametros:

OF - OF &

e Igualando a cero ambas derivadas y resolviendo el sistema de
ecuaciones se llega a |la siguiente solucion:

> i1z =)y —Y)  covyy

b= - — = ,
> i1 (mj — T)? var(x)
a=1y— bx,
para una muestra dada (z;,y;), j=1,...,n.
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Propiedades de los estimadores de a vy 3

e Para una muestra de tamano n, llamemos A v B
a los estimadores de o« y 8. Estos estimadores son
variables aleatorias ya que dependen de |la eleccion
de la muestra, mientras que a y b representaran la
estimacion para una muestra especifica.

e Bajo |la suposicion de que el error € tiene media
cero y varianza o2, y toma valores independientes
en cada instancia, entonces la respuesta Y, para
un valor dado de la variable independiente x tiene
media E[Y|X = x] = a+ Bz y varianza var(Y|X =

z) = o2,
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Propiedades de los estimadores de a v 3

e Se puede demostrar que los estimadores By A son
insesgados; es decir, que E[B] = 8y E[A] = «.
Asi mismo, se puede verificar que |la varianza de los
estimadores esta dada por

(B) o
var(B) = _ 9
Z?’:l(wj — x)Q
2 n 2
o Z_ T4
var(A) = J=17]

n Z?zl(:cj —z)2
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Estimacion de la varianza del error

e Para estimar la varianza de los estimadores Ay B
se requiere conocer la varianza o2 de los errores.

2

e Un estimador insesgado de o< es

2 L Syy — bSay

sT = =

n — 2 n— 2
donde Sy = Y ;(z; —T)(y; — §) ¥ Syy = > (y; — 1)~

e La division entre n—2 se debe a que para estimar o2

a través de s? se requiere estimar dos parametros,
que son a y B.
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Inferencia sobre o y

e Podemos realizar inferencia sobre |la pendiente del
modelo lineal a partir del siguiente estadistico:

_B=8 . _
T= g t(n — 2),

donde S representa un estimador de o (ver diapos-
itiva anterior) vy Spz = ¥ ;(z; — 7)~.

e Mediante este estimador es posible construir inter-
valos de confianza o realizar pruebas de hipotesis

para (.

115



