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Introduccion a las notas del curso

e Estas notas estan disenhadas para ser una guia en un Ccurso
basico de métodos numéricos. La metodologia sugerida es
exponer cada uno de los métodos en clase, resaltando sus
ventajas y desventajas, implementar algunos de los métodos
y dejar otros como ejercicios, y utilizar los métodos para
resolver problemas practicos.



Objetivos Generales

e Entender los métodos numéricos utilizados para la solucidon
de ecuaciones, sistemas de ecuaciones, interpolacion, re-
gresion lineal, diferenciacion e integracion.

e Ser capaces de implementar estos métodos en un lenguaje de
uso comun como C/C++4, o de uso especifico como Matlab
u Octave.

e Desarrollar una libreria de métodos numericos para Su uso en
futuros cursos.
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Unidad 1

Introduccion a Octave



GNU Octave...

e ES un lenguaje de alto nivel orientado al cOmputo numeérico
e Trabaja nativamente con vectores y matrices

e Es altamente compatible con Matlab

e Puede extenderse mediante funciones escritas en C/C++

e Es de distribucion gratuita

Octave puede descargarse de http://www.octave.org
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Operaciones con matrices y vectores

e En Octave se pueden definir matrices escribiendo sus ele-
mentos entre corchetes.

e La coma separa los elementos en columnas, v el punto vy
coma los separa en renglones.

Ejemplo: m = [1, 2, 3; 4, 5, 6] asigna a la variable m la matriz

1 2 3
4 5 6 |



Acceso a los elementos de una matriz

Dada una matriz m se puede tener acceso a cualquier elemento,
renglon, columna, o sub-matriz de m:

e m(i,j) hace referencia a un elemento.

e m(i,:) hace referencia al i-ésimo renglon.

e m(:,j) hace referencia a la j-ésima columna.

e m(il:i2, j1:j2) hace referencia a una sub-matriz.



Aritmeética de matrices

e Suma vy resta: a + b,a-b

e Producto matricial: a * b

e Producto elemento por elemento: a .* b

e [ranspuesta conjugada: a’



Matrices especiales

LLas siguientes funciones de Octave devuelven matrices de utili-
dad general.

e Identidad: eye(n, m)

e Unos: ones(n, m)

e Ceros: zeros(n, m)

e Ruido uniforme: rand(n, m)
e Ruido normal: randn(n, m)

e Vector de n valores equiespaciados: linspace(base, limit, n)

e Rango de indices: a:b (devuelve el vector [a, a+l, ..., bl)
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Ejercicios

Defina las siguientes matrices en Octave :

-1 1

A= 12 71 , B=| 2 0 |, C=3-1I343.
2 0 1 T >

Usando las matrices anteriores, calcule las siguientes expresiones:

a) Ax B
b) BxA-C
c) A4 AN, donde A =0.1 y N es ruido uniforme
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Funciones

Una funcion de Octave toma cero o mas parametros (escritos
entre paréntesis), realiza algun procedimiento, y puede 0 no de-
volver algun resultado.

Ejemplos de funciones:

> cos (1)
ans = 0.54030
> ones(1, 5)
ans =
1 1 1 1 1
> floor(mean([1, 2, 3, 4, 5]))

ans = 3
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Definicion de funciones

Uno puede escribir sus propias funciones de Octave usando la
siguiente sintaxis:

function resultado = nombre (parametros)
cuerpo de la funcion
end

Ejemplo:

> function y = cuad(x)
>y = X * X;
> end
> cuad(b)
ans = 25
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Librerias de funciones

Para poder utilizar una funcidon en el futuro, sin tener que es-
cribirla nuevamente, es necesario guardarla en un archivo de
texto con el mismo nombre que la funcion y extension .m

# Archivo: cuad.m
# Descripcion: cuad(x) devuelve el cuadrado de x

function y = cuad(x)
y = X * X;
end
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Buenas practicas de programacion

e Escribir funciones de libreria para realizar tareas comunes.

e Dividir un problema grande en sub-problemas mas pequenos
cuya implementacion sea sencilla.

e Agregar comentarios a las funciones de libreria que describan
la tarea que realizan vy los parametros que toman.

e Limitar las funciones a las tareas que deben realizar de ma-
nera que sean claras vy reutilizables.
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Ejercicios:

1. Escribir una funcion fact(x) que calcule y devuelva el factorial
de x. Para esto, investigar codmo realizar ciclos (for, while,
etc.) en Octave .

2. Escribir una funcion que tome como entrada dos vectores y
devuelva el producto punto. La funcion debe verificar primero
que los vectores tengan la misma longitud. Usar las estruc-
turas if, for, y la funcion lengthQ).

3. Utilizando la funcion anterior, escriba una funcion que calcule
la norma de un vector z (dada por /x-z ).
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Unidad 11

Solucion de ecuaciones
no-lineales
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Descripcion del problema

e Se tiene una funcion y = f(x), y se desea encontrar las
raices de f(x), es decir, aquellos valores de x para los cuales

f(x) = 0.

e Alternativamente, si se desea resolver la ecuacion f(x) = a,
podemos definir g(x) = f(x) — a y encontrar las raices de

g(z).
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Detalles sobre la implementacion

e Al implementar un método para encontrar las raices de una funcion f(x),
por |0 general deseamos que el método pueda trabajar con cualquier
funcion f(x) que nosotros proporcionemos.

e Deseamos entonces poder escribir una funcion de Octave que encuentre
la raiz de otra funcion de Octave gque nosotros le proporcionemos como
parametro.

e Una manera de lograr esto en Octave es utilizando la funcion feval,
la cual sirve para evaluar la funcidon que se le pasa como parametro.
Ejemplo:

> feval("sqrt", 4)
ans = 2

e LoOs parametros que recibe feval son el nombre de la funcion a evaluar,
escrito entre comillas, y los parametros de |la funcion a evaluar.

19



Ejemplo del uso de feval
Considere la siguiente funcion:
function plotf(f, xi, xf)
x = linspace(xi, xf, 200);
plot(x, feval(f, x));
end

Ejemplo de aplicacion:

> plotf("cos", 0, 4x*pi);
> plotf("exp", -1, 1);
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Método de biseccion

e Supongamos que tenemos una funcién f(x) y conocemos dos puntos
r=ay x=>ben los cuales f tiene signo distinto; es decir f(a)- f(b) < 0.

e Entonces, si f es continua, podemos asegurar que existe una raiz de f
en el intervalo (a,b).

e Podemos entonces reducir este intervalo, por ejemplo, partiéndolo por la
mitad, y luego ver en qué mitad se presenta el cambio de sigho

e De esta forma, podemos reducir iterativamente el intervalo donde se
ubica la raiz hasta encontrarla.
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Algoritmo basico de biseccion

Dada la funcion f(xz) y el intervalo (a,b)

1. Verificar que f(a) - f(b) < 0. De lo contrario, no podemos asegurar que
existe una raiz en el intervalo dado y el algoritmo debe terminar.

2. Iterar hasta que z, converja

(a) Obtener una aproximacion de la raiz x, como x, = ‘%Lb

(b) Si f(a) - f(xr) < 0, entonces la raiz esta en la mitad izquierda del
intervalo. Por lo tanto, hacer b = z,..

(c) En caso contrario, entonces la raiz esta en la mitad derecha del in-
tervalo. Por lo tanto, hacer a = x,.
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Convergencia de x,

e La convergencia de x, se puede evaluar calculando el error porcentual de
la raiz estimada x, con respecto al verdadero valor x. de la raiz:

T | — &
error = |- 7

Lreal

e NO conocemos el valor de xre3;, Pero podemos usar en su lugar la mejor
estimacion que se tiene hasta el momento y compararla con la estimacion
obtenida en la iteracion anterior.

e De esta forma, el criterio de error queda como

nuevo __ ,.ant
T wT

nuevo
xr

X

error =

e Se llega a la convergencia cuando el error es menor que un umbral es-
tablecido (e.g. 0.00001).
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Implementacion del método de biseccion

function xr = biseccion(f, a, b, umbral = 0.000001)
if feval(f, a) * feval(f, b) >= 0
error ("No hay cambio de signo entre los extremos del intervalo.");
end

error = 1;
Xr = a;
while error > umbral
Xa = XT;
xr = (a + b) / 2;
error = abs((xr - xa) / xr);
if feval(f, a) * feval(f, xr) < O

b = xr;
else
a = Xr;
end
end

end
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Ejemplos

Ejemplo 1: Encontrar la raiz de f(x) = z + log .

> function y = £f(x); y = x + log(x); end;
> r = biseccion("f", 0.1, 1)

r = 0.56714

> f(r)

ans = 2.8227e-007

Ejemplo 2: Resolver la ecuacion z3 + 3 = 2z.

> function y = p(x); y = x.73 - 2%x + 3; end;
> x = linspace(-3, 3, 100); plot(x, p(x));

> biseccion("p", -3, -1)

ans = -1.8933
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Método de la falsa posicion

e Considerar una funcion f(x) con una raiz zg € [a,b]. Si f(a)
es mas cercana a cero que f(b), entonces es muy probable
que xg esté mas cerca de a que de b.

e Esto sugiere una manera de acelerar la convergencia del
método de biseccion: tomar como siguiente estimacion el
punto donde se intersecta el eje x con |la recta que pasa por

los puntos (a, f(a)) vy (b, f(b)).

e EsSte punto esta dado por

 f®)(a—b)

= @ = F
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Algoritmo de la falsa posicion

Dada la funcion f(xz) y el intervalo (a,b)

1. Verificar que f(a) - f(b) < 0. De lo contrario, no podemos asegurar que
existe una raiz en el intervalo dado y el algoritmo debe terminar.

2. Iterar hasta que x, converja
(a) Obtener una aproximacion de la raiz x, como
_ f®)(a—b)
f(a) — f(b)

(b) Si f(a) - f(xr) < 0, entonces la raiz esta en la mitad izquierda del
intervalo. Por lo tanto, hacer b = z,..

T, =0b

(c) En caso contrario, entonces la raiz esta en la mitad derecha del in-
tervalo. Por lo tanto, hacer a = x,.
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Ejercicios

1. Escriba una funcidon que implemente el método de l|la falsa
posicion. Pruebe |la funcion con los ejemplos vistos ante-
riormente. Sugerencia: copie la funcion de biseccion vy
modifigue las partes que sean necesarias.

2. Modifique temporalmente las funciones de biseccion y falsa
posicion de manera que devuelvan un vector [z,,n], donde
xrr €S |la raiz encontrada v n es el numero de iteraciones
realizadas. Con estas nuevas funciones, indique cual de los
dos métodos converge mas rapidamente para los ejemplos
vistos anteriormente.
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Meétodo de iteracion de punto fijo

e Un punto fijo de una funcion g(x) es un valor p tal que
g(p) = p.

e Dado un punto inicial pg, podemos generar la secuencia
Po,P1,P2, ... haciendo pn = g(pp,—1) Paran =1,2,....

e Si la secuencia converge a un punto p, entonces p es punto
fijo de g, ya que

p=lim pp= lim g(pp—1) =g ( lim pn_1) = g(p).

n—oo n—oo n—aoeo

29



EXxistencia y unicidad del punto fijo

e Teorema: Si g(x) es continua en [a,b] v g(x) € [a,b] para
toda x € [a,b], entonces g(x) tiene un punto fijo en [a,b].

e Ademas, si g(z) es derivable en (a,b) vy |¢'(z)| < 1 para todo
x € (a,b), entonces el punto fijo es Unico.

e Si se cumplen las dos condiciones anteriores, entonces para
cualquier numero pg € [a, b], la sucesion definida por

pn =9g(Pp-1), n>1

converge en el unico punto fijo p de g(x) en [a,b].
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Solucion de ecuaciones por iteracion de punto fijo

e El problema de encontrar la raiz de la funcion f(xz) puede
transformarse en el problema de encontrar el punto fijo de
una funcion g(x), la cual puede definirse de varias formas,
por ejemplo:

g(x) =z +5f(2), g@)=z—-f(z), g(z)=z+[f(2)]°.

e Es necesario encontrar una g(x) que cumpla con las condi-
ciones anteriores; en particular, que |¢'(z)| < 1 en [a,b].
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Algoritmo de iteracion de punto fijo

Dada la funcion f(x), una aproximacion inicial pg, un umbral de
error e, y un limite de iteraciones nmax:

1. Encontrar una funcion g(x) que cumpla con las condiciones de existencia
y unicidad del punto fijo.

2. Inicializar n =0, e=ey, Y p=po.

3. Iterar mientras n < nmax Y € > ey

(a) Pant = D
(b) p=g(p)
(c) n=n+1
(d) o= [p=2e
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Ejemplo
e Se desea encontrar la raiz de f(z) = e* — 22 en el intervalo [-2, 2].
e Definimos g(z) =z — % f(x).

e Iniciamos con pp = 0 e iteramos 10 veces p, = g(p,_1) para encontrar el
punto fijo de g (y la raiz de f).

> function y = f(x); y = exp(x) - x .~ 2; end
> function y = g(x); y = x - £(x) / 2; end

> p = zeros(1,10);

> for n = 1:10; p(n) = g(p(n-1)); end

> p(10)

ans = -0.70347

> g(p(10))

ans = -0.70347

> £(p(10))

ans = 0
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Meétodo de Newton-Raphson

e Idea principal: Dada una funcion f(x), uno comienza con
una estimacion inicial xg cercana a la raiz de f, y luego uno
aproxima la funcidn por su tangente en el punto zg. EIl cruce
de la tangente con el eje X nos dara una nueva aproximacion,
tipicamente mejor que xg.

e La tangente a la funcion f(x) se encuentra a partir de la
derivada f/(z), por o que es necesario que f sea derivable.

e EIl algoritmo puede diverger si se llega a puntos donde la
derivada es cercana o igual a cero.
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Calculo de la nueva estimacion

e Dada la funcion f(x) y una estimacion inicial de la raiz z,, obtenemos
la nueva estimacion x, como el punto donde la recta tangente a f en =z,
cruza el eje de las X.

e La pendiente de la tangente esta dada por la derivada f/(z,).

e Considerando el triangulo rectangulo que se obtiene al intersectar la tan-
gente, el eje X, v la recta vertical x = z,, podemos ver también que

f/(xa) — f(a:&) .

Lqg — Tr

e Entonces, |la nueva estimacion puede obtenerse como

_ f(za)

Ty = T4 . (g 0.
) fi(za) #

35



Algoritmo de Newton-Raphson

Dada la funcion f(z) vy su derivada f’(z), una aproximacion inicial
Tq, UN umbral de error e, vy un limite de iteraciones nmax,

1. Inicializarn =0 v e = ey.

2. Iterar mientras n < nmax Y e > ey

— oy f@)
@) @ == 765

X, —X,
Ty

(b) e=

(C) zy =z

(d) n=n+1
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Implementacion en Octave

function xr = newrap(f, df, xa, umbral, nmax)
n = 0;
e = umbral;
while (n < nmax) && (e >= umbral)
xr = xa - feval(f, xa) / feval(df, xa);
e = abs((xr - xa) / xr);
Xa = Xr;
n++;

end

end



Raices de polinomios

e Un polinomio de grado n es una funcion de la forma

p(z) = a1z +anz™ L+ a3z 2+ ... Fanx + Upt-1 -

e E| polinomio esta completamente determinado por |0S coe-
ficientes ai,ap,...,a,41, POr lo que podemos representar a
p(x) por medio del vector

[a1,a0,...,ap4+1].

Esta es la manera en que Octave y Matlab representan poli-
nomios. Notar que el tamano del vector es igual al grado del
polinomio mas uno.
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Teorema Fundamental del Algebra

e Todo polinomio p(x) de grado n tiene exactamente n raices
x1,...,xn (incluyendo multiplicidades) y puede factorizarse
CcoOmo

p(x) =(x —x1)(x —22)...(x — xn).

e Si los coeficientes de p(x) son todos reales, entonces sus
raices seran reales, o pares de complejos conjugados.

e Si p(x) tiene uno o mas coeficientes complejos, entonces al
Menos una de sus raices sera compleja.
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Operaciones con polinomios

e Utilizando l|la representacion vectorial, es muy sencillo im-
plementar algunas operaciones basicas con polinomios, por
ejemplo:

1. Evaluacion de un polinomio en un punto

2. Suma de polinomios

3. Producto de un polinomio por una constante
4. Derivada de un polinomio

5. Producto de dos polinomios

6. Division de un polinomio entre otro de la forma (xz — ¢), donde ¢ es
una constante.
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Evaluacion de un polinomio

e Sea a = [a1,ap,...,a,41] €l vector de coeficientes de un poli-
nomio p(xz). Para evaluar el polinomio en un valor dado de
x, podemos simplemente aplicar la definicion:

p(z) = a1z + arx™ 1+ ... +anz + Apt-1-

e Notar que el resultado es basicamente una sumatoria, por lo
que el algoritmo de evaluacion puede ser el siguiente (dados

ay xT):
1. Hacer s =0y N = length(a).
2. Para k desde 1 hasta N, hacer s = s+ aj. Nk,
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Evaluacion de un polinomio

e Una manera mas eficiente de evaluar un polinomio se obtiene
al escribirlo en forma anidada:

p(x) a1z’ + agasn_l + ...t anx + ap4q

((((a1)xz +az)x +az)...)x + apt1.

e De forma que el algoritmo de evaluacion queda como:
1. Hacer s =a7 y N = length(a).

2. Para k desde 2 hasta N, hacer s = sx + ay.
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Suma de polinomios

e La suma de polinomios se realiza término a término, o que equivale a
una simple suma de coeficientes.

e EI grado del polinomio resultante es igual al mayor de los grados de los
sumandos.

e Sean a vy b los vectores de coeficientes de dos polinomios. Si los poli-
nomios son del mismo grado, entonces |los coeficientes de la suma estan
dados simplemente por el vector a + b.

e Silos polinomios no son del mismo grado, entonces sera necesario insertar
ceros a la izquierda de alguno de los vectores para que tengan el mismo
tamano.
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Algoritmo para la suma de polinomios

Dados los vectores de coeficientes a v b,

1. Sea n = max(length(a),length(b)) el grado del polinomio
resultante.

2. Insertar n — length(a) ceros a la izquierda de a.
3. Insertar n — length(b) ceros a la izquierda de b.

4. Devolver el vector de coeficientes a + b.

44



Producto de un polinomio por una constante
e Sea p(x) un polinomio con coeficientes a = [a1,a2,...,a,4+1].
e El producto kp(x) donde k es una constante es otro polinomio
con coeficientes

ICCL]_, kCIQ, ceey kan_|_1.

e Por |lo tanto, podemos representar esta operacion simple-
mente como el producto ka.
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Derivada de un polinomio

e Dado el polinomio p(z) = ai12"™ + axxz™ ' + ... + anx + a,4+1, SU derivada
p'(x) es otro polinomio que esta dado por:

p(z) =naz" '+ (n— Daxx" 2+ ...+ an.

e ESto sugiere el siguiente algoritmo para encontrar la derivada de un poli-
nomio:

Dados el vector de coeficientes a de un polinomio,
1. Hacer n = length(a) — 1.
2. Para ¢ desde 1 hasta n, hacer b, = (n+ 1 — 1) * a;.

3. Devolver el vector b de coeficientes de la derivada.
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Producto de dos polinomios

e Dados dos polinomios
p(z) = a1z” + axx™ P 4+ ...+ anz + ant1,

q(z) = b1z™ + box™ " + ... 4 bya + by,

el producto pq es el polinomio de grado n+m que se obtiene multiplicando
cada término de p con cada término de g y sumando todos los términos
que resulten:

n m
pg(x) = Z Z a@'bjxn+m+2_i_j.

i=1j=1

e Cada coeficiente ¢, del polinomio pg se obtiene como |la suma de coefi-
cientes a;b; de aquellos términos cuyo grado es n+m + 1 — k; es decir,
aquellos términos para los cuales 1 4+ 353 — 1 = k.

e Entonces, podemos calcular los coeficientes ¢, del producto como

cp = Z a;b;.

ij o itj—1=k
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Algoritmo para el producto de dos polinomios

e Dados los vectores de coeficientes a v b de dos polinomios,
1. Hacer n = length(a) vy m = length(b).
2. Inicializar el vector ¢ de longitud n +m — 1 con ceros.

3. Para ¢ desde 1 hasta n, hacer lo siguiente:
(a) Para j desde 1 hasta m, hacer lo siguiente:
i. Hacer k =i + j - 1.
ii. Hacer ¢, = ¢ + a;b;.
4. Devolver el vector ¢ de coeficientes del producto.
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Division de un polinomio entre (z — ¢)

e Sea p(z) = a1z + asz™ 1 + ...+ anz + ap41- Si (r—c) es
un factor de p(x), entonces el cociente p(x)/(x —c¢) da como
resultado otro polinomio g(x).

e Podemos encontrar ¢g(x) utilizando la division sintética, con
la cual se llega a que

o(z) = apa" 14
(arc+ ap)z" 2+
((a1¢ + an)e + az)a™ 3+
(((ate+ an)e+az) ...)e + an
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Algoritmo de division

Dado el vector de coeficientes a de un polinomio, y una constante
¢, la division del polinomio entre (x — ¢) se obtiene como sigue:

1. Hacer n = length(a) — 1.
2. Hacer b1 = a;.

3. Para : desde 2 hasta n

(a) Hacer b; =b;_1c+ a;

4. Devolver b como el vector de coeficientes del cociente.
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Raices de polinomios

Con las herramientas desarrolladas hasta el momento, es posible encontrar
todas las raices reales* de un polinomio p(x) utilizando el siguiente procedi-
miento:

1. Calcular la derivada p/(x) de p(x).

2. Utilizar el método de Newton-Raphson con un punto inicial elegido al
azar para encontrar una raiz r de p(xz). Si el método diverge, volver a
intentar con otro punto inicial.

3. Reemplazar p(x) con el resultado de dividir p(x)/(xz — r) y volver al paso
1.

* Para encontrar todas las raices de un polinomio (reales y complejas), ver

el método de Miller.
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Unidad III

Sistemas de ecuaciones
lineales
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Introduccion

e Una matriz es un arreglo rectangular de numeros. Algunos
ejemplos de matrices son:

2 4 1 3 8
8 —1 5 -2 3 <2—11?>
1 3 -2 6 2

e El tamano de una matriz se especifica como numero de ren-
glones por numero de columnas.

e Una matriz es cuadrada si tiene el mismo numero de ren-
glones que de columnas.
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Vectores y escalares

e Un vector es una matriz que consta solamente de un renglon
O una columna. Ejemplos de vectores:

3
—2
0
4
Vector renglon Vector columna

(241 8)

e Un escalar es una matriz de 1 x 1; es decir, un solo numero.
Ejemplos de escalares son:

8, 3.1416, 2 — 3i
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Notacion

e |.as matrices se denotan mediante letras mayusculas:
1 2
A =
3 4
e LOSs vectores se representan con letras minusculas:

a= (12 3) b=(_21>

e |LOS escalares se representan también con letras minusculas:
x=4.5, y=3+ 4
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Notacion

e En caso de ambiguedad entre vectores y escalares, puede
agregarse una flecha a las variables que representan vectores,

por ejemplo: 1, 7.

e Algunas veces es util referirse a una matriz por medio de sus

elementos:
aii ai2 e Ain
. a1 az2 - Aa2n
(aij) = : . .
aAml aGm2 - Amn

(Notar que el primer subindice denota el renglén y el segundo la columna)
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Combinacion lineal

e Sean wvq,vo,...,vp € V vectores de igual longitud. Cualquier
vector de la forma

a1v] + arvo + ... + a3vsz,

donde aq,ao,...,a3 sSoOn escalares y no son todos cero, se
llama combinacion lineal de vq,vo,...,vn.
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Dependencia e independencia lineal

e Sean vi,vo,...,vn Vectores de igual longitud. Se dice que son
linealmente dependientes si existen escalares cy,co,...,cn €
R tales que al menos uno de ellos es distinto de cero vy

civ1 + covo + ...+ cpvp = 0.

e LOs vectores vi,vo,...,vn SON linealmente dependientes si
cualquiera de ellos puede escribirse como una combinacion
lineal de los otros.

e Si los vectores no son linealmente dependientes, se dice en-
tonces que son linealmente independientes.
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Operaciones algebraicas

e Suma vy resta de matrices:

ail ain bll b]_n aili j:bl]_ a/lnj:bl’n
. . :|: E E e : :
aAml *°° Qmn bml s bmn am1 + bml "t Amn =+ bmn

e Multiplicacion por un escalar:

ailr -+ Qln caiir -+ CQain

aml - Qmn cCam1 -+ CAmn
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Producto de matrices

e Producto de un vector renglon y un vector columna:

b1
b

(al ar - an)- = a1b1 + azb> + ... + anby

by
e El producto de dos matrices A = (a;;) ¥ B = (b;;) es una

matriz C' = (c;;) dada por

— (rengldén ¢ de A) - (columna j de B)
— ailblj -+ aigsz + ...+ ainbnj

Cij

*Notar que el numero de columnas de A debe ser igual al nimero de

renglones de B

60



Propiedades conmutativas, asociativas y distribu-
tivas

A+0=0+4+A4A=A4 (identidad aditiva)
0A=A0=0
A+B=B+ A (conmutatividad aditiva)
(A+B)+C=A+(B+C) (asociatividad aditiva)
a(A+ B) =aA+ aB (distributividad escalar)
(a+ B)A=aA+ BA (distributividad escalar)
(AB)C = A(BC) (asociatividad multiplicativa)
A(B+ C) = AB + AC (distributividad)
(A+ B)C = AC + BC (distributividad)
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Matrices transpuesta y conjugada

e La transpuesta de una matriz A es otra matriz Al que se
obtiene al intercambiar los renglones por las columnas de A.

Ejemplo:
A:<_32§) — At:(3_26>
6 > 8 3 2

e La transpuesta de un vector rengldon es un vector columna,
y Vviceversa.

e La conjugada A de una matriz A con elementos complejos,
es |la matriz que se obtiene tomando el complejo conjugado
de cada elemento de A. Ejemplo:

342 8—i ~ 3-2i 8+4i
A= —2 143 = A= —2  1-3i
—644i —5i —6—4i 5i
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Matriz asociada

e Considerar el siguiente sistema de ecuaciones lineales:
2x1 + 4x> + 623 4
x1 — 3T2 + 3 6
2xy — Tx3 16

e La matriz de coeficientes representa los coeficientes de las
variables del sistema. Para el ejemplo anterior es:

2 4 6
1 -3 1 .
o 2 -7

e La matriz asociada al sistema de ecuaciones se obtiene
agregando el lado derecho del sistema (términos indepen-

dientes) a la matriz de coeficientes:

2 4 6 | 4
1 -3 1|6 ].
16

o 2 -7
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Determinantes, menores y cofactores

e El determinante de una matriz |A| = det A de una matriz
A = (a;;) de 2 x 2 se define como:

aijilr ai2
a1 az2

det A = = ai1i1a22 —ai12a21.

o El determinante de una matriz A = (a;;) de 3 x 3 esta dado

por:
ail ai2 ai3
az»> a3 a»1 a3 ar1 a2
det A= | a1 a2 a23 | = a1z —ai12 “+a13
431 Qo das a32> ass a3l ass a3l as2
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Determinantes, menores y cofactores

e Sea A = (a;;) una matriz de n x n. La matriz M;; que se
obtiene al eliminar el -ésimo renglon y la j-ésima columna
de A se conoce como la menor ij5 de A.

e El cofactor ij de A, denotado por A;;, es un escalar dado
por

Ay = (=1)"T9 1My

e El determinante de A esta dado por
det A= |A| =a11411 +a120412+ ... + a1pA1y.
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Rango de una matriz

e El rango p(A) de una matriz A es el nimero de columnas o
renglones que son linealmente independientes.

e p(A) =0 siysolosi A=0.

e Si A es una matriz de m x n, entonces p(A) < min(m,n).

e Un sistema de n ecuaciones tiene al menos una solucion si y
solo si su matriz de coeficientes y su matriz asociada tienen
el mismo rango. Si el rango es igual n, entonces la solucion
es unica.
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Traza de una matriz

e La traza tr(A) de una matriz A = (a;;) de n x n es la suma
de todos los elementos de |la diagonal:

tI’(A) =all —I— anso —|— ce —I— ann-

e Propiedades:
— tr(A) = tr(AY)
— tr(AB) = tr(BA)
— tr(A+ B) = tr(A4) +tr(B)
— tr(cA) = ctr(A)
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Inversa de una matriz

e La matriz identidad I es una matriz cuadrada que tiene
unos en la diagonal y ceros fuera de ella. Ejemplos:

1 00
1 0
12:< ), I3: O 1 O .
0 1 (o 0 1)
e Propiedad: A = A] = A para toda matriz A.

e Sean Ay B dos matrices de n x n tales que AB = BA = 1.
Entonces a B se le llama la inversa de A y se denota por
A~1 de manera que AA"l =A"1A=1.

e Si A tiene inversa, se dice que A es invertible.
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Propiedades de las inversas
e Si A es invertible, entonces su inversa es unica.
e (AB)" 1 =pB-14-1
e Si A es invertible, entonces det A 20 y det A1 = 1/det A.

e Considerar el sistema de ecuaciones dado por Ax = l;, donde
T = (z1,...,zn)t y b= (by,...,bn)t. Si A es invertible, en-
tonces el sistema tiene una solucidon unica dada por

r = A 1p.
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Teorema

Sea A una matriz de n xn. Entonces, las siguientes afirmaciones
son equivalentes:

e A es invertible.

e El| sistema Ax = b tiene solucion unica para cada n-vector b.

e det A = 0.

e p(A) =n.
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Sistemas de ecuaciones lineales

Un sistema de m ecuaciones con n incognitas se representa por
medio de su matriz asociada:

a11x1 + aioxo + ... +a1prn = by
a>1x1 + asoxo + ... +aop,xn, = bo
Am1T1 + @y + ... + amnxTn = bm
N2
a1 aip - aip | b1
a1 app - Gy | by
Aml Gm2 - Gmn |bm
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Forma reducida de una matriz

e El| pivote de un renglon es el primer nimero (de izquierda a derecha)
distinto de cero en ese renglon.

e Una matriz se encuentra en forma reducida si cumple con lo siguiente:

1. Los renglones cuyos elementos son todos cero aparecen en la parte inferior de la
matriz.

2. El pivote (si lo hay) en cualquier renglén es 1.
3. El pivote de cualquier renglon esta a |la derecha del pivote del renglon anterior.

4. Cualquier columna que contiene el pivote de un renglon tiene ceros en el resto de
sus elementos.

e Si solo se cumplen las tres primeras condiciones, entonces se dice que la
matriz esta en forma escalonada.

72



Operaciones elementales

e Las operaciones elementales con renglones son:
1. Multiplicar un rengldn por un numero distinto de cero. R; = cR;.
2. Sumar un mualtiplo de un renglon a otro: R; = R; + cR;.

3. Intercambiar dos renglones: R; <+ R;.

e Si la matriz A se puede transformar en |la matriz B mediante
operaciones elementales, entonces se dice que A y B son
equivalentes por renglones.

e Cualquier matriz se puede reducir a forma escalonada o re-
ducida mediante operaciones elementales.
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Reduccion de matrices (método de Gauss)

Transformacion de una matriz A = (a; ;) de mxn a la forma escalonada:
1. Comenzar con el renglon r =1 y la columna c¢= 1.
2. Buscar el elemento ai,. con mayor valor absoluto en la columna c.
3. Siai. =0, incrementar c y regresar al paso anterior,
4. Intercambiar los renglones r vy k.
5. Multiplicar el renglon r por 1/ayc.

6. Para cada renglén 5 debajo del renglon r (es decir, j =r+1,r+2,...,m),
sumar al renglon j el renglon » multiplicado por —a; .

7. Incrementar r v ¢, vy regresar al paso 2.
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Reduccion de matrices (método de Gauss-Jordan)

Transformacion de una matriz A = (a;;) de m x n a la forma reducida:

1. Utilizar el método de Gauss para transformar la matriz a la forma escalon-
ada.

2. Sea r el ultimo renglon distinto de cero, y sea a,. SU pivote.

3. Reducir los elementos arriba del pivote sumandole a cada renglon 5 =
1,...,r—1 el renglon r multiplicado por —a;_c.

4. Decrementar r y regresar al paso anterior.
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Solucion de sistemas de ecuaciones lineales

e Resolver en el pizarron el siguiente sistema:

2x1 + 4xo + 623 18
A4r1 + Sxo + 623 = 24
4

31 + xo — 2x3

e Reducir la matriz primero a forma escalonada (método de
Gauss) vy luego a forma reducida (método de Gauss-Jordan).
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Inversa de una matriz cuadrada

e Para encontrar la inversa de una matriz cuadrada A:
1. Se escribe la matriz aumentada (A|Il).

2. Se utilizan operaciones elementales para llevar la matriz
A a su forma reducida.

3. Se decide si A es invertible:

(a) Si la forma reducida de A es la identidad, entonces la
matriz que se tiene en el lado derecho es A1

(b) Si la reduccion de A conduce a un renglén de ceros en
el lado izquierdo, entonces A no es invertible.
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Matrices elementales

e Una matriz F de n x n se llama matriz elemental si puede
obtenerse a partir de aplicar una sola operacion elemental a
la matriz identidad.

e Una operacion elemental en una matriz A se puede escribir
como el producto FA, donde FE es la matriz elemental co-
rrespondiente.

e [oda matriz elemental es invertible, y su inversa es una ma-
triz del mismo tipo.
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Matrices elementales

e La transformacion de una matriz A a la forma escalonada o
reducida se puede expresar como el producto

EmE,,_1... E>E1A,

donde E; es la matriz elemental correspondiente a la -ésima
operacion aplicada.

e Una matriz cuadrada es invertible si y sélo si es el producto
de matrices elementales.
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Factorizacion LU

e La forma escalonada de una matriz es una matriz triangular
superior.

e Sea A una matriz cuadrada de n x n. Si A se puede re-
ducir por renglones a una matriz triangular superior U sin
hacer permutaciones de renglones. Entonces existe una ma-
triz triangular inferior L invertible con unos en la diagonal tal
que A = LU. Si U tiene n pivotes (es decir, si A es invertible),
entonces esta factorizacion es unica.
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Factorizacion LU

e Sea A una matriz de n x n y sean Eq, E», ..., Ey las matri-
ces elementales correspondientes a las operaciones requeridas
(ninguna de ellas una permutacion) para transformar A en
una matriz triangular superior U, es decir,

U= EmEp_1... EB2E1A.
Entonces
A = E{'E;Y B U
L
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Factorizacion PA = LU

e En general, para cualquier matriz invertible de n x n existe
una matriz de permutacion P tal que PA = LU, donde L es
triangular inferior con unos en la diagonal, y U es triangular
superior.

e Notar que toda matriz de permutacion es su propia inversa,
y que si P es una matriz de permutacion.

e Entonces, P se puede construir como el producto P.P,._1... PbP;
de todas las permutaciones que se realizan durante la trans-
formacion de A en U.
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Factorizacion LU

e Encuentre la factorizacion LU de la matriz de coeficientes A
del siguiente sistema:

2x1 + 4xo + 6x3 13
4r1 + Sxo + 63 = 24
3x1+ o —2x3 = 4

e Notar que LUz = b, por lo tanto, si se define y = Ux, en-
tonces Ly = b. Entonces, para resolver el sistema:

1. Se resuelve Ly = b para y mediante sustitucion hacia adelante.

2. Se resuelve Uz = y para x mediante sustitucion hacia atras.
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Factorizacion LU y determinantes
e Si Ay B son matrices de nxn, entonces det AB = det Adet B.

e Si una matriz cuadrada A tiene factorizacion LU tal que A =
LU, donde L tiene unos en la diagonal y U = (u;;), entonces

n
det A=det U= ][ wy.
i=1

e Si P es una matriz de permutacion (es decir, el producto de
matrices elementales de permutacion), entonces det P = +1.

e Si A tiene factorizacion PA = LU, entonces det A = +det U.
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Unidad 1V

Interpolacion
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Introduccion

e En muchas aplicaciones se requiere estimar los valores inter-
medios de una funcion desconocida entre puntos conocidos.

e Este problema puede definirse como sigue: dada una serie de

puntos en el plano cartesiano (x1,v1), (2,v2), ..., (Tn,yn),
encontrar una funcion continua y = f(x) que pase por todos
ellos; es decir, que cumpla y, = f(xg) para k=1,2,...,n.

e En algunos casos puede requerirse que la funcion f(x) cumpla
con ciertas restricciones, por ejemplo, que no sea dema-
siado costosa computacionalmente, o que su derivada sea

continua.
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Interpolacion lineal

e El caso mas sencillo es aquel en el que solamente tenemos
dos puntos: (x1,y1) Y (x2,vy>), Sin embargo, hay una infinidad
de funciones que pasan por estos dos puntos.

e Si elegimos f(x) como la funcion mas simple que pasa por
los dos puntos, entonces f(x) debe ser una recta, la cual esta
dada por:

f@) =y1 + 22— (x — 1),

L2 — X1

e La interpolacion lineal es util si la distancia entre x1 vy x> €s
relativamente pequefia, en cuyo caso la funcion real (desco-
nocida) puede aproximarse con una recta en ese intervalo.
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Interpolacion cuadratica

e Una mejor estimacion de la funcion desconocida puede obtenerse me-
diante un polinomio de segundo grado, en lugar de una recta.

e Para esto, se requieren tres puntos (z1,v1), (22,y2), ¥ (z3,y3). Podemos
entonces escribir la funcion f(z) como:

f(x) =bo+bi(x —x1) + bo(x — z1)(x — x2).
e Evaluando en z = x; obtenemos que by = y1.

e Evaluando en x = x5 llegamos a que

Y2 — Y1

b1 = :
T2 — T1

e Finalmente, sustituyendo bg vy b1 en la ecuacion del polinomio, encon-
tramos que

Ys—Y Y2~y
Ir3—T Tr—T
b2 — T3~ 27 %1
r3 — I1
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Polinomio de interpolacion de Newton

e LO anterior puede generalizarse para construir un polinomio
p(x) de grado n que pase por n + 1 puntos (xg,yr), k =
1,2,....,n+ 1.

e Este polinomio tiene la forma:
p(x) =bo+bi1(zx—x1)Fbo(x—z1)(x—22)+...Fbp(z—21)(x—22) ... (x—24),
O bien,

n J
p(z) = > b |[] (& —=).
=0 =1

e LOs coeficientes bj se encuentran utilizando el método de
diferencias divididas.
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Diferencias divididas

e Dados n puntos (zx,yr = f(xr)), k= 1,...,n, las diferencias
divididas se definen como

f[mq] — f(qu) — Yq,

flzgriszgar] — flogzggr—1l
Tg+r — Tq .

f[aij' .- 7xq—|—7“] —

e L Os coeficientes bj del polinomio de Newton estan dados por

b] — f[x].a' .- 7mj—|—1]'
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Ejemplo

Consideremos nuevamente la interpolacion cuadratica de tres puntos (z1,vy1),
(z2,v2), (x3,y3). EI polinomio de interpolacion de Newton queda entonces
como

p(x) =bog+ b1(x —x1) + bo(x — z1) (2 — x2),

donde
bo = flz1] = v1,
by = f| ] = flzo]—flz1]l — yo—wn1
1 flx, xo pro— o
bo = flz1,72,23]

_ [flzo,x3]—flz1,20]

r3—T1

flzzl=flzo]l  flzo]l—flzq] Y3—Y2  Y2—Y1
. r3—TD To—T1 __ ®3—%9 To—T1
T r3—I1 T r3—I1 )
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Implementacion

e Diferencias divididas:

function d = difdiv(x, y, q, r)

if r <=0
d = y(q@;
else
d = (difdiv(x, y, g+1, r-1) - difdiv(x, y, q, r-1)) / (x(g+r) - x(q));
end
end

e Polinomio de Newton:

function p = newtonpoly(x, y)

p=0;q=1;
n = length(x) - 1;
for j = O:n

p = sumapoli(p, difdiv(x, y, 1, j) * q);
q = multpol(q, [1, -x(j+1)1);
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Polinomio de interpolacion de Lagrange

e Un método alternativo para obtener el polinomio de grado n—1 que pasa
por n puntos dados esta dado por la formulacion de Lagrange:

p(z) =) Li(z)y;,

Jj=1
donde

n

L) = J] —=

i=1,i7j

e Notar que

1 si k=jy,

por lo tanto,

p(zk) = Yk
para k=1,...,n+ 1.

93



Implementacion

e Polinomios base de Lagrange:

function L = lpoli(x, j)

L =1;
for i = 1:length(x)
if i 1= ]
L = multpol(L, [1, -x(1)] / (x(§) - x(i)));
end
end
end

e Polinomio de interpolacion de Lagrange:

function p = lagrange(x, y)
p=0;
for j = 1:length(x)
p = sumapoli(p, lpoli(x, j) * y(j));
end
end
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Interpolacion con splines: Motivacion

e LOs polinomios de interpolacion de Newton y de Lagrange
tienen algunas desventajas:

1. Conforme aumenta el numero de puntos, aumenta también
el grado del polinomio.

2. Un polinomio de alto grado tiende a mostrar oscilaciones
alrededor de los puntos donde hay un cambio brusco.

e Una solucion consiste en construir la funcion de interpolacion
por segmentos, cada uno de los cuales es un polinomio de
grado pequeno que une dos puntos consecutivos.
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Interpolacion con splines

e Un spline de grado m es una funcion S(x) definida por segmentos, donde
cada segmento es un polinomio de grado < m, que cumple con la condi-
cion de que todas las derivadas S®*)(z) con 0 << k < m son continuas.

e Dados los puntos {(x1,y1), (z2,y2),..., (*n+1,Ynt+1)}, UN spline se define
como

( pi(z), 1<z < x>
po(x), o < x < 23
S(x) = < . .

\ pn(.:c), Tn < a: < Tyt
con las siguientes condiciones:

1. pi(z;) = vy,

2. pj(zjt1) = Yjt1,

3. pi(2) = pj(e)), 1<k<m, 1<j<n
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Ejemplo: Splines lineales

e E|l caso mas sencillo es el spline de grado 1, donde los poli-
nomios que forman el spline son rectas. Por |lo tanto,

(a1(z —x1) +b1, 1 <z <o
— <
S(CC) _ ag(-a: 362) -+ bQ, Tro < ac < x3

| an(z —xn) +bn, zn <z < Tp41
con

y. —_— y
a; — Jjrl ], bj — Yj-
Ti+1 — %]
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Splines cuadraticos

e LL0OS splines lineales son muy sencillos de calcular, pero no
son derivables en los nodos, |lo cual puede ser un problema
en ciertas aplicaciones. Esto se soluciona incrementando el

grado del spline.

e Un spline cuadratico (de grado 2) tiene la siguiente forma:

ala:Q—l—blx—I—cl, r1 <z < T
S(x) = : :
ana:Q G+ bnxr+cn, n<x< Tp+1
y Su derivada es

2a1:c—|—b1, Tq §£E<ZC2
S'(x) = : :
2anx + bp, xn < x < Tp4q
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Coeficientes del spline cuadratico

e Dados n+1 puntos, se tienen n segmentos, y 3n coeficientes en el spline
cuadratico. Para calcular estos coeficientes, necesitamos entonces 3n

condiciones (ecuaciones).

e Las condiciones son:
1. pi(z) =y, j=1,...,n:
aj:c]2-—|-bj:13j—|—cj=yj, 17=1,...,n
2. pi(zjy1) =yj+1, j=1,...,n:
ajx]2-_|_1 +bjzit1+ ¢ =yj+1, J=1,...,n

3. pi(zj+1) =P (zj+1), j=1,...,n— 1
2a;rj4+1 + bj = 2aj417xj41 +bjyr1, 7=1,...,n—1
4. Condicion inicial: p{(x1) = 0, para un spline natural:
a1 =0
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Calculo de los coeficientes

[ 21
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100

Y1
Y2
Yn
Y2
Y3

YUYn+1



Implementacion de splines cuadraticas

function q = gsplinecoef(x, y)
n = length(x) - 1;
a = zeros(3 * n);
b = zeros(3 * n, 1);

c =1;

for j = 1:n
a(j, c:(c+2)) = [x(j)"2, x(j), 1]; # condicion 1
b(j) = y(j);

a(j + n, c:(c+2)) = [x(j+1)"2, x(j+1), 1]; # condicion 2
b(j + n) = y(G + 1);

if j<n # condicion 3
a(J + 2 * n, C:(C+4)) = [2 * X(j+1)’ 13 O: -2 * X(J+1), _1];
end
c =c + 3;
end
a(3 * n, 1) = 1; # condicion 4

q = reshape(a \ b, 3, n)’;
end
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Implementacion de splines cuadraticas

function yy = gsplineeval(q, x, xx)

k = zeros(size(xx));
for i = 1:(length(x) - 1)

k =k + (xx >= x(1));
end

yy = q(k,1)’ .* xx.72 + q(k,2)’ .* xx + q(k,3)’;
end
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Splines cubicos

e L Os splines cubicos se forman con polinomios de la forma

() = arz® + bpx? + cpx + d.

e Ahora se tienen 4n coeficientes, donde n es el numero de segmentos.
Por lo tanto, se requieren 4n ecuaciones para encontrarlos.

e Los coeficientes de los polinomios se encuentran a partir de las siguientes
condiciones:

1.

o & LN

pe(zr) =yx, E=1,...,n

pe(Tk4+1) = Ypt1, k=1,...,n
Py (Tp+1) :p;{7+1(513k_|_1), k=1,...,n—1
pr(@r+1) =Py (@e+1), E=1,...,n— 1.

Dos condiciones iniciales: para un spline natural son
pi(z1) =0 vy p,(zpt+1) = 0.
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Coeficientes de los splines cubicos

e Los coeficientes se encuentran resolviendo el siguiente sistema de ecua-

ciones:
1. Condicion 1:
xiak—l—a}%bk—I—:zzkck—l—d;~€ =y, k=1,...,n,
2. Condicion 2:
Thi1ak + Tig1br + Thgrcr + de = ypg1, k=1,...,n,
3. Condicion 3:
37y a2z 1bptck—3Ti 1 ak+1—2Tkt1bpt1—chr1 = 0, k=1,...,n—1,
4. Condicion 4:
6rr+10K + 26 — 6] +108+1 — 20541 =0, k=1,...,n—1,
5. Condicion inicial 1:
6xia1 + 2bp = 0,
6. Condicion inicial 2:

6x,+1an + 2b, = 0.
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Ejercicios:
1. Considere los siguientes puntos en el plano cartesiano:
x| —2 —-0.5 0 1 25

y| 1 2 -15 -1 4
Interpole los puntos y encuentre el valor de |la funcion de interpolacion
en xr = —1y xz =2, usando |os siguientes métodos:

(a) Mediante un polinomio de cuarto grado.
(b) Mediante un spline lineal.

(c) Mediante un spline cuadratico natural

2. Escriba una funcion de Octave que, dados los vectores x vy y de igual
longitud, calcule y devuelva una matriz Q con los coeficientes del spline
cubico natural que pasa por todos los puntos (x;,vi).

3. Escriba una funcion de Octave que tome como parametros: |la matriz de
coeficientes () de un spline cubico, el vector de abcisas x que definen los
segmentos del spline, y un escalar z. La funcion debe devolver el valor
del spline en z.
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Splines de base (B-splines)

e LOs splines de base o B-splines se obtienen como la combinacion lineal
de funciones base Bi(x) de soporte finito (es decir, By(x) = O fuera de
un cierto intervalo finito [ax, bi]).

e Formalmente, dados los nudos xg,x1,...,xn, UN B-spline es una funcion
S(x) definida como

n
S(z) =) pBra(),
k=0
donde p;. son los puntos de control, xo < x < xzp, 2<d<n—4+1,d—1 es el
grado de la curva, y los splines base By, 4(z) estan dados por las formulas
recursivas de Cox-deBoor:

1 siaxp<ax< it
B = otros valor
k1 (2) { O para otros valores de z,
T — Tk Lh+d — T
Bya(z) = Bya-1(z) + Bit1.4-1()-
Thtd—1 — Tk Thtd = Tht1
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B-Splines uniformes

e Cuando los nudos xq, ..., xn €stan equiespaciados, se dice que
el spline es uniforme.

e Considerar un spline uniforme. Si Ax es la distancia entre
dos nudos consecutivos, entonces

T = xg + KA.

e En un B-spline uniforme, las funciones base son simplemente
copias desplazadas una de otra, de manera que

By ¢(x) = Bpy1 4(x + Ax) = By, g(x + rAx).
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B-splines cuadraticos uniformes

e Considerar un B-spline uniforme con d = 3, de manera que su grado es
d—1 = 2. Suponer también que los nudos estan en x;, = k;, es decir,
rz0o =0y Az = 1. Entonces, el B-spline esta dado por

S(x) = ZpkBk,3(£U) = ZpkBo,:a(fE — k).
k=0 k=0

e Es facil ver que

(222 si0<x<1,
—2?+3z-32 sil<z<2,
Bos(z) = {
(3 —x)? si 2<x<3,
. O para otros valores de .

e Todo B-spline cuadratico uniforme se puede generalizar al caso anterior
mediante la transformacion

T — IO
Ax

T <
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Implementacion en Octave

function y = B03(x)
y = zeros(size(x));
XX = X .* X;
y =7y + ((x>0) .x (x <1)) .*x (0.5 .* xx);
y=y+ (x> 1) .x (x<2)) .x (-=xx +3 *x x - 1.5);
y =y + ((x>2) . (x<=3)) . (4.5 -3 *x x + 0.5 * xx);
end

function y = gqbspline(p, x)
y = zeros(size(x));
for k = 1:1length(p)
y =y + p(k) * BO3(x - k + 2.5); # x <- x + 4/2
end
end
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Unidad V

Regresion Lineal por
Minimos Cuadrados
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Introduccion

e Supongamos que tenemos n muestras (zy,yi), k= 1,...,n,
de una funcion desconocida f(x). Sin embargo, las muestras
fueron registradas con ruido O errores, de manera que

v = f(xg) + ek,

donde {eq,es,...,en} €S Una secuencia de numeros aleatorios.

e El problema reside en estimar o aproximar la funcion f(x).
Podemos hacer esto ajustando un polinomio o un spline a los
datos, sin embargo, el ruido presente en los datos ocasionara
que la funcion de interpolacion oscile mucho entre los puntos.
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Regresion lineal

e Otra posibilidad es suponer que f(x) es una funcidon muy
sencilla, por ejemplo, una linea recta, de manera que

yk:mxk_l_b_'_eka

donde m y b son, respectivamente, la pendiente y el cruce
por el eje Y de |la recta.

e |.OS errores o residuos estan dados por

er = Yy — mxyp — b.

e Para encontrar la recta que mejor se ajusta a los datos es
necesario encontrar los valores de m y b que minimizan una
funcion de los errores.
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Funciones de error

e Una funcidon de error intenta medir qué tan bien se ajusta la
funcion propuesta a los datos. Algunos ejemplos de funciones
de error son los siguientes:

Funcion de error Desventaja

Los e; pueden ser positivos o negativos, por o
FE = Z?:l e; que puede haber “cancelaciones” que afecten a
la estimacion del error total.

E=3"4le No es derivable en todos los puntos.

_ n 2
bE=),-1€
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Ajuste por minimos cuadrados

e LoOs coeficientes de la recta se obtienen minimizando la funcion de error
con respecto a m vy b. Para ello, es necesario calcular las derivadas
parciales del error con respecto a los coeficientes:

E
g—m = —QE (yi — mz; — b)xi,
OF
% - —QE (y; — mzx; — b).

e Y luego igualar las derivadas a cero para formar un sistema de dos ecua-
ciones en términos de m vy b:

(e
(Z 51322) m + (Z xz) b = szyz

[
<

114



Ajuste por minimos cuadrados

e Resolviendo el sistema, llegamos a que

Ny TiYi— ), Ti) Yi
ny x?— (X )

b = y—mxzx,

donde x y y son, respectivamente, los promedios de las z; y y;, €S decir
_ 1 _ 1
T=-) = §=-2 v

o Sixz=(xr1,22,...,20) Y y= (y1,92,...,yn), €Ntonces podemos reescribir
las formulas anteriores como

n(z-y) —n°Ty = -y—nxy

n(z-x) —n2z2 x-x—nz2

b = y—mz.
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Implementacion en Octave

function [m,b] = reglin(x, y, p = false)
n = length(x);

px = mean(x);
py = mean(y);
m = (dot(x,y) - n * px * py) / (dot(x,x) — n * px * px);

b =py - m *x px;

if p
plot(x, y, "*xk");
a = axis();
hold on;
plot([a(l), a(2)], [m * a(l) + b, m * a(2) + b], "b");
hold off;

end

end
116



Ejemplos

1. Considerar los siguientes puntos:

x| 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
y|1.09 5.08 3.54 6.53 6.60 9.12 10.95

Ajustar un modelo lineal de la forma y = mx + b a |0S puntos
anteriores. Graficar los puntos vy la linea ajustada.

2. Ajustar un modelo lineal a los siguientes puntos:

T 1 2 3 4 5 6 ¢ 8 9 10
y| —0.3 24 56 7.0 13 17 24 32 41 52

3. Graficar los residuos para los dos ejercicios anteriores. Indicar
Si se observa alguna tendencia obvia en los residuos.
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Modelos no lineales

e Considerar los siguientes datos

x| 92 b4 37 17 94 65 35 47 25 10.6
y130.1 9.1 7.2 47 33.8 135 74 7.5 57 473

e Al graficar los datos, se observa claramente que no siguen un modelo
lineal. De hecho, |los datos provienen de un modelo exponencial de la
forma

y = ae’®.

e Aplicando el logaritmo (natural) a ambos lados de la ecuacion anterior,
llegamos a que

logy = Bx + log a.
e Entonces, podemos aplicar una transformacion a los datos, que en ese
Caso consiste en reemplazar y por logy, de manera que |los datos transfor-

mados sigan una tendencia lineal, y podamos encontrar los coeficientes
loga y 8 mediante regresion lineal.
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Modelos no lineales

e Algunos ejemplos de modelos no lineales que pueden resol-
verse mediante regresion lineal son:

Modelo no lineal Linealizacion
y:aeﬁx |Ogy:6$+|oga
y:amﬁ IogyZBlogw—l—logoz

1=ty L=1+5()
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Residuos

e ES posible evaluar qué tan bien se ajusta un modelo a un con-
junto de datos simplemente observando el comportamiento
de los residuos e;.

e SUpoONemos que e; €S una secuencia de numeros aleatorios
(formalmente, se considera que provienen de una distribucion
normal). Por lo tanto, si los residuos muestran un compor-
tamiento aleatorio, significa que el modelo se ajusta bien a
los datos.

e Si, por el contrario, los residuos muestran alguna tendencia,
entonces el modelo no encaja bien con los datos y debe ser
cambiado.
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Ejercicios
1. Considere los datos de la siguiente tabla

x| 30 27 20 b2 38 35 10 32 17 13
y | 0.07 0.24 0.33 0.10 0.01 0.10 1.92 0.09 0.47 0.96

Estos datos provienen de un modelo de la forma
1

azrh

(a) Aplique una transformacion al modelo para linealizarlo.
(b) Encuentre los parametros o y 8 del modelo mediante regresion lineal.

(c) Grafique los puntos y la curva correspondiente al modelo encontrado.

2. Encuentre el modelo que mejor se ajusta a los siguientes datos:

:E|O.5 1.0 15 20 25 3.0 35 40 45 5.0
y‘l.l 1.5 25 3.7 47 60 76 99 128 17.3

Utilice como criterios de comparacion: (1) el comportamiento de los
residuos e;, y (2) la funcion de error total £ =) . ei?.
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Unidad VI

Integracion y diferenciacion
numericas

122



Motivacion

e En muchas aplicaciones de software, es necesario calcular el
valor de la derivada, o de la integral definida de una funcion
f(x) (continua).

e Si f(x) es conocida y tiene una forma sencilla, entonces uno
puede calcular de manera analitica la derivada o la integral,
e implementar directamente las formulas resultantes.

e Sin embargo, si f(x) es complicada, o sb6lo se conocera en
tiempo de ejecucion, entonces es necesario recurrir a técnicas
para estimar el valor de la derivada o |la integral en los puntos
O intervalos dados.
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Integracion numerica por rectangulos

e La integral definida de una funcion continua f(x) en el intervalo [a,b] es
el area bajo la curva de esa funcion en ese intervalo.

e Una manera de estimar el area bajo la curva, consiste en dividirla en
rectangulos con un ancho constante. La altura de cada rectangulo esta
dada por el valor de la funcion en el punto medio de la base del rectangulo.

e Entonces, la integral puede apro-
xXimarse por la suma de las areas
de todos los rectangulos:

donde n es el ndmero de T
rectangulos en los que se subdi-
vide el drea, y h=(b—a)/n es la :
base de cada rectangulo. 21 b=4
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Implementacion en Octave

e Para implementar la integracion numeérica en Octave, recurrimos nueva-
mente a |la funcion feval(), debido a que no conocemos de antemano la
funcion f(x).

e La integracion por rectangulos es muy facil de implementar en Octave,
aprovechando las operaciones vectoriales:

function s = intrect(f, a, b, n = 100)

h=(b -a)/ n;

s = h * sum(feval(f, a + h * (1:n) - h / 2));
end

e Ejemplo: si f(z) = %Oa:Q + 1, entonces:

> function y = £f(x); y = 0.1 * x.”2 + 1; end
> intrect("f", 1, 4);
ans = 5.1000

125



Regla del Trapecio

e Supongamos que se divide el intervalo [a,b] en n segmentos de longitud
h = (b—a)/n. Es posible aproximar la funcion f(x) en cada segmento
con un polinomio de grado 1 (una recta), de manera que el area bajo la
curva se divide en trapecios, en lugar de rectangulos.

e Es facil ver que el area de cada trapecio esta dada por:

Av =2 (F@) + [+ b)),

donde x; es el extremo izquierdo del k-ésimo segmento; es decir, xp =
a+ (k—1)h.

e De esta manera, la integral puede estimarse como

b n
[ F@dem 33 (Flat (o= D) + F(a+ k).
@ k=1

O bien,

h

b n—1
JRIOEEE [f(a) 1) +23 fla+ k)|
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Regla de Simpson

e Una mejor aproximacion a la integral puede obtenerse ajustando un poli-
nomio cuadratico por cada tres puntos (es decir, para cada pareja de
segmentos adyacentes).

e Consideremos dos segmentos adyacentes centrados en x = 0. Entonces,
lo que se desea es ajustar un polinomio cuadratico de la forma

p(x) = azx® + bx + ¢

a los siguientes puntos:

(=h, f(=h)), (0, f(0)), (h,f(h)).

e El area bajo p(x) esta dada por la integral

2h3
4 2he.

h
/ (ax® + bx + ¢)dz =
—h
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Regla de Simpson

e Los coeficientes a y ¢ del polinomio se obtienen facilmente resolviendo el
sistema de ecuaciones que se obtiene al sustituir los puntos en la ecuacion

del polinomio, quedando como
f(=h) —2f(0) + f(h)
2h2 ’

c = f(0).

e Sustituyendo a vy c en la integral anterior, llegamos a que

h
/ p(@)de = 2 [F(~h) +4(0) + f(W)]

—h
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Regla de Simpson

e Consideremos ahora la funcion f(x) en el intervalo [a,b]. Podemos dividir
el intervalo en un ndmero par de segmentos n de longitud h = (b —a) /n.

e E| area bajo la cuadratica correspondiente a los primeros dos segmentos
esta dada por

g[f(a) +4f(a+h) + fla+2R)].

e Para los siguientes dos segmentos, el area es

g[f(a+ 2h) + 4f(a+ 3h) + f(a+ 4h)].

e Entonces, es facil ver que el area total se puede aproximar por
n/2—1
I /

b
[ @do xS 3T [fat2in) +4f (o + 2i4 D)+ (a+ (20 + 2],
@ 1=0
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Implementacion en Octave

function s = intsimp(f, a, b, n = 100)

h=(b-a) / n;

i2 = 2 * (0:(n/2 - 1));

X =a + 12 * h;
sum(feval(f, x) + 4 x feval(f, x + h) + feval(f, x + 2 * h));
s =8 *h / 3;

end
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Ejercicios

1. Escriba una funcion de Octave que utilice |la regla del trapecio para
estimar la integral de una funcion f(x) dada, en el intervalo [a,b] dividido
en n segmentos.

2. Encuentre la integral de la funcion f(z) = 5ze*/* 4+ 8 en el intervalo
[—1,2] utilizando los siguientes métodos:

a) De manera analitica (papel y calculadora).
b) En Octave mediante la funcion intrect() con n = 100.
c) En Octave mediante la funcion intsimp() con n = 100.

3. Utilice Octave para calcule la siguiente integral usando los tres métodos
(rectangulos, trapecio, y regla de Simpson):

2w _sinx
/ * dz.
0 T —|- 1

El valor aproximado de la integral es 0.18974. Para cada uno de los tres
métodos, indigue aproximadamente cuantos segmentos se requieren para
obtener la aproximacion anterior.
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Diferenciacion numeérica

e Método ingenuo: Recordemos la definicion de |la derivada
de una funcion continua f(x):

/ : f(CU + h) — f(a:)
fa) = }lLinO h '
Esta definicion sugiere una manera de aproximar el valor de |la
derivada numéricamente: para un h positivo suficientemente
pequeno, tenemos que

fi(z) ~

fl@+h) - f(=)
h )

e Notar que la formula anterior da como resultado la pendiente
de |la recta que pasa por los puntos

(z,f(x)) ¥y (z+h, f(z+h)).
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Diferencias hacia adelante y hacia atras

e La formula anterior se conoce como la primera diferencia hacia adelante,
ya que se toma el valor de la funcidon en xz v en otro punto adelante de
x (es decir, =z + h).

e También es posible estimar |la derivada utilizando |la primera diferencia
hacia atras:

f@) = fa—h)

fla) m

e Tomando el promedio de las diferencias hacia adelante y hacia atras,
podemos estimar la derivada por medio de |la diferencia centrada:

fx+h) — f(xz—h)
2h '

f(z) =

e Las diferencias centradas proporcionan una mejor aproximacion que las
diferencias hacia adelante o hacia atras.
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Derivadas de orden superior

e Supongamos ahora que estamos interesados en estimar la se-
gunda derivada de f(xz). Podemos estimarla mediante difer-
encias hacia adelante de la siguiente manera:

f”(:c) ~ f(x+ hh) — f(:v))

donde f'(z + h) v f'(x) pueden también estimarse mediante
diferencias hacia adelante, con lo que se obtiene

fl@+2h) —2f(x+h)+ f(z)
h2 '

f(z) ~

e La misma idea puede aplicarse para obtener derivadas de
orden superior.
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Aproximacion por medio de series de Taylor

e Otra manera de obtener la formula de diferencias hacia adelante es por
medio de la serie de Taylor:

S ( ), 4 (=)o

2!

flz+h) = h+ h? 4 ...

e Despejando el término que corresponde a la primera derivada, se obtiene
lo siguiente:

fiay = TEFRZI@ 4 o,

donde O(h?) representa un término de error de orden h. Esto significa
que la magnitud del error esta acotada por un multiplo de h.

e También es posible obtener las diferencias hacia atras desarrollando la
serie de Taylor alrededor de x — h.
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Diferenciacion numeérica con alta precision

e Podemos obtener una mejor aproximacion de la primera derivada al agre-
gar mas términos de la serie de Taylor, por ejemplo:

fay = f@t h]z —f(@) f”éw) b+ O,
donde f”(x) puede estimarse como se vid anteriormente, de manera que
obtenemos
fay =@+ h}z —f(@) _ fle+2h) - 2;(:” W)+ @) o2
e La formula anterior puede reducirse a
oy = @2 +af@ ) —3/@) | oy

2h
Notar que ahora el error es de orden O(h2), lo cual representa una mejora.

e Utilizando la misma idea, uno puede mejorar aun mas la precision con-
siderando mas términos de la serie de Taylor.
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Ejercicios

1. Desarrolle las siguientes formulas de manera analitica:

(a) Aproximacion de la segunda derivada f”(x) de una funcion f(x) uti-
lizando diferencias hacia atras.

(b) Aproximacion de la primera derivada con error de orden O(h?) uti-
lizando diferencias hacia atras.
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