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Introduccion a las notas del curso

e Estas notas estan diseiadas para ser una guia en un curso de
Procesamiento Digital de Senales a nivel maestria. Pueden
utilizarse también a nivel licenciatura, omitiendo los temas
mas dificiles, y ajustando el nivel de |os ejercicios.

e Se sugiere utilizar tanto lenguaje C/C++ como un lenguaje
orientado al computo matematico (Matlab, Octave, etc)
para el desarrollo de los ejercicios y proyectos.



Objetivos Generales

e Introducir los conceptos basicos de senales y sistemas en
tiempo discreto, incluyendo el teorema de muestreo, trans-
formada de Fourier, y transformada Z.

e [ener un panorama amplio de las aplicaciones del proce-
samiento digital de senales.

e Establecer las nociones y criterios basicos para el diseno de
filtros digitales.

e Realizar un proyecto final en donde se implemente una apli-
cacion especifica.



Contenido

1. Senales y sistemas en tiempo discreto

2. Representacion en el dominio de la frecuencia

3. Transformada discreta de Fourier

4. Muestreo y reconstruccion de senales en tiempo continuo

5. Transformada Z

6. Diseno de filtros digitales



Bibliografia sugerida

e Tratamiento de senales en tiempo discreto.
Oppenheim y Schafer.
Segunda Edicion, Prentice Hall, 2000.

e Tratamiento digital de senales: Principios, algoritmos y
aplicaciones.
Proakis y Manolakis.
Tercera Edicion, Prentice Hall, 1998.



Unidad 1

Senales y sistemas



Senales

e Una senal representa un cantidad o una medicidon que cam-
bia con respecto a alguna variable independiente, la cual
comunmente representa el tiempo; sin embargo, |la variable
independiente puede también representar otras cantidades
como la frecuencia, 0 una posicion espacial.

e Matematicamente, una senal puede representarse cComo una
funcion, por ejemplo: z(t), I(xz,y), Y (w), etc.

e L as senales pueden dividirse en varias clases, dependiendo de
si la variable independiente es continua (sefales analdgicas)
o discreta (senales en tiempo discreto), o dependiendo de si
existe mas de una variable independiente.



Senales multicanal y multidimensionales

e Una senal multicanal puede adquirirse mediante multiples sensores, y
puede representarse como una sefal vectorial. Por ejemplo, si x1(t),
x2(t), v z3(t) son sehales obtenidas a partir de 3 sensores, entonces se
puede formar la sefal multicanal X (¢) dada por

z1(t)
X(t) = :132(15)
x3(1)

e Ejemplos de seinales multicanal: audio estéreo o surround, electroence-
falogramas, imagenes a color, imagenes satelitales.

e Una senal multidimensional es aquella que depende de mas de una variable
independiente.

e Ejemplos de senales multidimensionales: imagen I(x,vy), video I(x,y,t).



Senales aleatorias

e En muchas situaciones, no es posible definir los valores que toma una
senal de manera determinista, y e€s necesario introducir cierta incertidum-
bre.

e En estos casos, se define el valor que toma una senal xz(¢) como una
variable aleatoria proveniente de alguna distribucion P:

x(t) ~ P,

donde P puede ser constante (senal estatica), o bien, puede variar con
respecto al tiempo, o0 cualquier otra variable.

e Para estudiar estas sefiales aleatorias, se utilizan técnicas y modelos es-
tadisticos tales como: histogramas, correlacion y autocorrelacion, co-
herencia, etc.



Senales en tiempo discreto

e Las senales en tiempo discreto estan definidas unicamente
para valores de |la variable independiente en un conjunto nu-
merable, y se representan como secuencias de numeros. Por
ejemplo, z[n], n € Z.

e En muchos casos, |las senales en tiempo discreto provienen
de muestrear senales continuas, por ejemplo,

zqgn] = xq(nT), n=0,1,2,...,

donde T es el intervalo de muestreo y 1/T es la frecuencia
de muestreo.



Aliasing

e Considere las dos senales analdgicas siguientes:

z1(t)
x2(t)

cos 2w (20)t
cos 2w (50)t

e Si muestreamos estas senales con una frecuencia de muestreo de 30 Hz,
entonces obtenemos las siguientes senales en tiempo discreto:

20
CoS2m | — | n
(30)
50 20
cos2n | — |n=cos |2r | — | n+ 2mn| = z1[n]
30 30

e Este fendmeno, en el cual durante un proceso de muestreo una frecuen-
cia alta se hace pasar por otra frecuencia (mas baja), se conoce como
aliasing, y evita que la senal original se pueda reconstruir a partir de las
muestras.

x1[n]

x2[n]
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Teorema del muestreo de Nyquist

e Supongamos que una sefal analdgica z(t) se puede representar como una
suma de senoidales con diferente frecuencia, amplitud y fase:

N
x(t) = Z a; Cos(27 f; + ¢i).

1=1

e EIl ancho de banda F, de la senal es |la frecuencia maxima presente en la
misma; es decir,

F, = max{fi}.

e Entonces, para evitar el aliasing, es necesario que la frecuencia de muestreo
fs sea mayor o igual que 2F;.

e La frecuencia f;/2 se conoce como frecuencia de Nyquist e indica la
frecuencia maxima que puede representarse en una senal discreta con
una frecuencia de muestreo fs.
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Senales discretas basicas

0, n+0,

e Impulso discreto (delta de Kronecker): §[n] = { 1 5 =0

Notar que cualquier senal puede representarse como una
suma de impulsos:

O

zln] = ) x[k]d[n — K.

k=—00

1, n >0,

e Escaldn unitario: u[n] = { 0 n<oO
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Senales discretas basicas

e Secuencia exponencial: z[n] = Ad".

e Secuencia senoidal: z[n] = Acos(wn + ¢).

e Secuencia exponencial compleja:

z[n] = Ael¥ = Acos(wn) + jAsin(wn).

A menos que se indique lo contrario, la frecuencia w esta dada
en radianes por muestra. Entonces, la frecuencia en rad/s esta
dada por w1, donde T es el intervalo de muestreo.
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Sistemas discretos

e Un sistema discreto es un operador o una transformacion T
que al aplicarse a una sefal z[n] da como resultado otra senal

y[n]:
y[n] =T {z[n]} .

e Ejemplo: Uno de los sistemas mas comunes es el retardo,
el cual esta dado por

yln] = z[n —ng).

Sing > 0, entonces y es una version retardada de x, mientras
que si ng < 0, y es una version adelantada de =x.
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Promedio movil

e Otro ejemplo de sistema discreto es el promedio movil simétrico,
dado por
1 N
y[n] = Z x[n — kJ].
k=—N
En este caso, la muestra y[n] se calcula como el promedio
de las muestras desde z[n — N] hasta z[n + N].

e Una de las aplicaciones del promedio movil consiste en reducir
los cambios bruscos en la sefal z[n].
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Clasificacion de los sistemas discretos

e Sistemas sin memoria: Son aquellos para los cuales la sal-
ida al tiempo n depende solamente de la entrada x[n].

e Sistemas lineales: Un sistema T es lineal si para cualesquiera
dos senales x1 vy o Yy escalares a1 vy ao, cumple que

T{a1z1 + azz2} = a1T{z1} + axT{z2}.

En general, si T es lineal, entonces

T{apzr} = apT{zy}-

Notar que el retardo vy el promedio movil son ambos lineales.
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Clasificacion de los sistemas discretos

e Sistemas invariantes en el tiempo: Un sistema y[n] =
T{x[n]} es invariante en el tiempo si un retardo en la senal
de entrada produce el mismo retardo en la senal de salida;
es decir, si y[n —ng] = T{x[n — ny4]}, para todo ny,.

Ejemplo: EIl sistema compresor, dado por y[n] = z[Mn],
NO es invariante en el tiempo.

e Estabilidad.: Un sistema es estable si y solo si una senal
de entrada acotada produce una salida acotada. En otras
palabras, el sistema T es estable si para cualquier senal x[n]
tal que |z[n]| < Mg para algun numero positivo M, existe otro
namero My > 0 tal que |T{x[n]}| < My.
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Clasificacion de los sistemas discretos

e Sistemas causales: Un sistema es causal si la salida al
tiempo ng depende solamente de los valores de entrada en
tiempos n < ng.

Si la salida al tiempo ng depende solamente de |la entrada en
tiempos n > ng, entonces el sistema es anticausal.

Ejemplos: El sistema
y[n] = z[n] — z[n — 1],

conocido como diferencias progresivas hacia atras es causal.
Las diferencias progresivas hacia adelante, dadas por

y[n] = z[n + 1] — z[n],
NO SON causales.
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Sistemas lineales e invariantes en el tiempo

e |LOS sistemas mas comunes son aquellos que son lineales e
invariantes en el tiempo (LIT).

e Estas propiedades permiten caracterizar la manera en que el
sistema actua sobre una senal dada.

e EXxisten varias técnicas para analizar e implementar los sis-
temas LIT, entre las que se incluyen:

— Convolucion
— Transformada de Fourier
— Ecuaciones de diferencias

— Transformada Z
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Convolucion

e Podemos representar cualquier sefial x[n] como una suma de impulsos:

o

z[n] = ) z[k]dln — k.

k=—0c0

e Si T es un sistema LIT, entonces, por linealidad, su salida esta dada por

T{z[n]} = T{ > x[k]é[n—k]}

k=—0o0
= ) a[k]T{5ln—k]}.
k=—0c0

e Si definimos h[n] = T {d[n]}, entonces, por ser T invariante en el tiempo,
tenemos que

0.}

T{z[n]} = >  z[k]h[n — k.

k=—00
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Convolucion

e Tenemos entonces que la salida y de un sistema LIT T esta dada por

o0

yln] = ) alk]hln — k],

k=—0c0

donde h[n] = T {§[n]}.

e Lo operacion anterior se conoce como convolucion, y se denota con el
simbolo %, de manera que y = x x h, donde

oo

(zxm)n] = ) x[k]aln —k].

k=—00

e h[n] se conoce como la respuesta al impulso, nidcleo, o kernel de T, y
caracteriza completamente a la transformacion.
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Propiedades de la convolucion

Conmutatividad: zxy =y x«x

Asociatividad: z* (yxz) = (z*y) x 2

Distributividad: z*x(y+2) =z *xy+ x * 2

Ejercicio: Demuostrar las tres propiedades anteriores.
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Kernels de transformaciones basicas
e Retardo: h[n] = d[n — ny]

1
: .. ST —N<n<N
e Promedio movil: h[n] ={ 2N+1D para =N <n < N,
0, para otros valores de n.

1, paran >0,

e Acumulador: h[n] = u[n] = { 0, paran<0
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Sistemas FIR e IIR

e [0S sistemas LIT para los cuales existe un entero positivo
N tal que la respuesta al impulso h[n] del sistema cumple
que h[n] = 0 para |n| > N se llaman sistemas de respuesta al
impulso finita, o simplemente, sistemas FIR.

e |LOS sistemas que no cumplen lo anterior son sistemas de
respuesta al impulso infinita (IIR).

e Ejemplos de sistemas FIR: retardo, promedio movil, diferen-
cias hacia adelante.

e Ejemplos de sistemas IIR: acumulador.
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Estabilidad de un sistema LIT

e Considerar un sistema LIT con respuesta al impulso hA[n]. Si xz[n] < M
para todo n, entonces

Tt} = | Y lklhln - &)
k=—0c0
< ) [zl |nln — k]
k=—00
< MY |hln— )
k=—0o0

e De manera que para que el sistema sea estable se requiere que

oo
d * |h[n]] < oo,
n—=——oo
es decir, se requiere que la respuesta al impulso sea absolutamente sum-

able.
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Ecuaciones en diferencias

e Otra manera de describir un sistema LIT es mediante una ecuacion en
diferencias con coeficientes constantes de la forma

N M
S ayln — K =3 bualn — K,
k=0 k=0

O bien,

N M
ylnl = = awyln — k] + > brzln — K],
k=1 k=0
donde N es el orden del sistema.

e Ejemplo: EIl sistema acumulador, definido como

n

yinl = 3 alkl,

k=—00

puede expresarse también como
y[n] —yln — 1] = z[n].
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Ejemplo: Promedio movil causal

e EIl promedio movil causal puede definirse como

N

1
Vil = g ol = H (1)

e Reescrito en forma de ecuacion en diferencias, queda como

1
N +1

yln] —yln — 1] = (z[n] —z[n — N —1]). (2)

e Ejercicios:
1. Demuestre que las Ecuaciones 1 y 2 son equivalentes.

2. Suponga que desea obtener el promedio movil de una sefal z[n] de
100 muestras, con z[n] = 0 para n < 0. Cudntas sumas y cuantas
multiplicaciones se requieren para obtener |la salida del sistema uti-
lizando |la Ecuacion 1, y cuantas utilizando la Ecuacion 27

27



Condiciones iniciales

e Considerar el sistema dado por la ecuacion en diferencias
N M
Z apy[n — k] = Z brx[n — k.

e Para calcular la salida del sistema para una entrada z, €s necesario es-
tablecer N condiciones auxiliares, las cuales pueden especificarse como
N valores anteriores de la salida (e.qg., y[—1],...,y[—N]).

e Para que el sistema conserve la linealidad e invarianza temporal, es nece-
sario que el sistema esté inicialmente en reposo, |o cual significa que si
x[n] = 0 para n < ng, entonces la salida y[n] debe ser cero para n < ng.
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Ejemplo

e Consideremos el sistema y[n] = ay[n — 1] 4+ x[n] con una condicidn inicial
dada por y[—1].

e Si aplicamos una senal de entrada z[n], entonces es facil ver que la salida
para n > 0 esta dada por

yln] = a"ty[-1] + ) arzln — k],

k=0

e La respuesta en estado nulo y,s del sistema es aquella que se obtiene
cuando las condiciones iniciales son nulas. En este caso,

y.s[n] = Z arx[n — kJ.
k=0

e Por otra parte, la respuesta a la entrada nula y,; €s |la que se obtiene
cuando la entrada z[n] = 0 para toda n. En este caso,

y.i[n] = a"Tly[-1].
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Correlacion de senales discretas
e En algunas ocasiones es util estimar la similitud entre dos senales dadas.

e Una de las medidas de similitud mas comunes es |la correlacion cruzada,
la cual se define para dos sefales reales z[n] vy y[n] de energia finita como

(0.}

Rylll = ) znly*[n—1],

n=——oo

donde y* denota el complejo conjugado de y, y I es un parametro que
especifica el retardo (lag) en tiempo de la sefial y con respecto a x.

e Notar que Ryy[l] = Ry.[—I].

e La correlacion cruzada se relaciona con la convolucion de la manera
siguiente:

Ruy[l) = a[1) = y*[—1].
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Autocorrelacion

Un caso particular de la correlacion cruzada es cuando las senales = v
y son iguales. EI resultado se conoce como autocorrelacion y se define
como

(0. @]

Reol] = ) =[n]a*[n—1].

La autocorrelacion es util para encontrar tendencias ciclicas en una senal.
Notar que R.;[0] = Y, |z[n]|? es la potencia de z, y que R[] > R..[0].

Asi entonces, podemos definir la autocorrelacion normalizada de una
senal £ como
R[]

R,.[0]

prz[l] =

También es posible definir la correlacion cruzada normalizada como
Ryyll]
v/ Raz[0] Ry, [O]

Pxy (1] =
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Unidad 11

Representacion en el
dominio de la frecuencia
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Respuesta de un sistema a una senoidal compleja

o Consideremos un sistema discreto LIT con respuesta al impulso h[n] vy
entrada x[n] = &'“" para todo n. Entonces, la salida y[n] del sistema
puede calcularse como

oo oo

yln] = ) hlk]le R =l N h[k]e IR,
k=—00 k=—00
e Si definimos H (e/*) como

H(ejw) = Z h[k]e 7“F,

k=—00

entonces podemos escribir la salida del sistema como
yln] = H (ejw) eI,
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Respuesta de un sistema a una senoidal compleja

De manera que, si la entrada de un sistema LIT es una senoidal compleja,
entonces l|la salida sera la misma senoidal compleja multiplicada por una
constante (posiblemente compleja). En otras palabras, las senoidales
complejas son autofunciones de los sistemas LIT.

A la funcion H (ejw) se le conoce como la respuesta en frecuencia asociada
al sistema.

Notar que si la entrada es z[n] = Zk ape’“" entonces la salida esta dada
por

y[n] = Z H (ejw’“) apel ",
k

Entonces, conociendo la respuesta en frecuencia del sistema, podemos
encontrar facilmente la salida cuando la entrada es una suma de senoidales
complejas.

Notar que, en el caso de los sistemas discretos, la respuesta en frecuencia
es periodica (con periodo 2m).
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Ejemplo

e Consideremos el promedio movil simétrico, cuya respuesta en frecuencia
es

]_ .
0] para otros n.

e Entonces, la respuesta en frecuencia esta dada por

N

. 1 .
H(e¥) = —— E e Ik,
( ) 2N +1
k=—N
e Aplicando la serie geométrica Y p_  of = =2 |legamos a que
. w(2N+1)
, 1 sin<&=5T)
H () = 2

 2N+41 sing
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Transformada de Fourier

e Muchas secuencias discretas se pueden representar mediante una integral

de Fourier:
x[n] = %/WX (ejw) el dw,
donde
X (ejw) = Z z[n]e 7",

o X(ejw) se conoce como la transformada de Fourier (TF) de z[n], vy

la primera ecuacion representa |la transformada inversa de Fourier de
X (e7%).

e Entonces, |la respuesta en frecuencia de un sistema es la transformada de
Fourier de la respuesta al impulso (la cual, a su vez, es la transformada
inversa de Fourier de la respuesta en frecuencia).
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Ejemplo

e Considerar un filtro pasa-banda de respuesta senoidal, cuya respuesta en
frecuencia est dada por:

2

[1 -+ cos (w;:’kﬂ)] , Slwe [wk - bkyka

N~

Hoo(¢) = § 11+ cos (52m)],  si w € [wp, wi + b],

N+~

\ 0, en cualquier otro caso,
donde w; es la frecuencia de entonamiento, b es el ancho de banda, y
b, = min{b, wy}.

e Ejercicios

1. Implementar H,,; (e’*) como una funcién de C/C++4-, Octave, o Mat-

lab.

. Implementar una funcidn que calcule la transformada inversa de Fourier
h[n] de H,, ;, para un valor dado de n, usando integracion numérica.

37



EXxistencia de la Transformada de Fourier
e Una senal se puede representar mediante una integral de Fourier,

x[n] = L/ X (ejw) e dw,

7T—OO

si | X (e7*)| < oo para todo w.

e Es facil ver que |X (e/¥)]| <> |z[n]].

n—=——oo
e Por lo tanto, X (ej‘”) existe si y solo si z[n] es absolutamente sumable.

e Ya que la respuesta al impulso de un sistema estable es absolutamente
sumable, entonces todo sistema estable tiene una respuesta en frecuencia
finita y continua.
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Ejemplo: filtro pasa-bajas ideal

e Un filtro ideal es aquél que elimina completamente las frecuencias que
no son de interés y deja intactas las frecuencias de interés.

e AsSIi, |la respuesta en frecuencia de un filtro pasa-bajas ideal puede es-
cribirse como

: 1, si|w| < we
Jwy — ) )
Hip(e™) { 0, siw<|wl <,

donde w,. es la frecuencia de corte del filtro.

e Aplicando |la transformada inversa de Fourier, podemos obtener la re-
spuesta al impulso del filtro, la cual esta dada por

Sin wen

hlp [n] —

m™n

e Notar que este filtro no es causal ni estable (debido a la discontinuidad
en w = we).
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Propiedades de simetria

e Una sefal z[n] es simétrica conjugada si x[n] = z*[—n], y es antisimétrica
conjugada si xz[n] = —x*[—n].

e Toda sefal z[n] se puede descomponer en una parte simétrica conjugada
ze[n] Yy una parte antisimétrica conjugada x,[n] de la manera siguiente:

z[n] = zcn] + z,[n],

donde

1 * - 1 *
zeln] = Z(elnl + 2" [=nD), ¥ @oln] = (ln] — 2 [-n)).

e Una senal real se denomina par si es simétrica conjugada, € impar si es
antisimétrica conjugada.

e Similarmente, cualquier funcion f(x) de una variable real x se puede
expresar como la suma de una funcion simétrica conjugada f.(z) y una
antisimétrica conjugada f,(x).
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Propiedades de simetria de la transformada de
Fourier

e Dada una sefial z[n] v su transformada de Fourier X (e/*) tenemos que

La senal tiene TF
x*[n] X*(e™v)
x*[—n] X*(e)
R{xln]} X (e*)
7S${z[n]} Xo(e’)
Te[n] R{X ()}
To[n] IS{X (%)}

donde z[n] = z.[n] + z.[n] v X (/%) = X.(e/¥) + X, (e7¥).
e Si z[n] es real, entonces su transformada de Fourier tiene las siguientes

propiedades:

X(e) = X*(e7) [ X ()] = [X(e77)]
R{X (e™)} = R{X(e™7*)} LX(eM) = —LX ()
S{X(e™)} = =3{X(e77)}
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Propiedades de la transformada de Fourier

e Dadas las sefiales z[n] y y[n], con transformadas de Fourier X(e/*) y
Y ('), respectivamente, entonces se tienen las siguientes propiedades:

Propiedad

La senal

tiene TF

Linealidad

Retardo temporal

Desplazamiento en frecuencia

Reflexion temporal

Reflexion temporal

Diferenciacion en frecuencia

Convolucion en tiempo

Producto en tiempo

az[n] + by[n]
x[n —ngl,ng € Z
ez n]
z[—n]
z[-n],z[n] € R
nz(n]
z[n] * y[n]

z[n]y[n]

aX (%) 4 bY (&/*)
e~ ni X ()
X (eiteen)
X (e~9v)
X*(e*)

-dX (e)
J dw

X (e?*)Y (e/¥)

5= /2 X () Y (e277) db
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Teorema de Parseval

e Si la transformada de Fourier de una sefial z[n] es X(e/*), entonces se
cumple que

o0

Z z[n]|? = QL ' ‘X(ejw)fdw.
T™J -7

n=——oo

. 2 : 2 . .
e La funcion ]X(eﬂw)\ se conoce como la densidad espectral de potencia
o simplemente el espectro de potencia de la sefal x[n].

e En general, también se cumple que

oo

> ally'lol = o [ XY (),

n=—o00 -7

es decir, la correlacion cruzada con lag cero de dos senales medida en el
dominio del tiempo es proporcional a |la correlacion cruzada en el dominio
de la frecuencia.
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Transformadas de Fourier de seinales comunes

Secuencia Transformada de Fourier
1. o[n] 1
2. 4[n — ny) g~ ino
3.1 (—oo<n< o) Y 2ad(w + 2mk)
k=—-x
" 1
4. a"u[n] (lal < 1) T
1 & .
5. u[n] - + Y nd(e + 2nk)
k=—x
1a" 1 -
6. (n+ Dd"u[n] (lal <1) (1 = ae-Toyp
. r"senwy(n + 1) 1 <) 1
’ senw, ufnl (r 1 ~2r oR,E 0 +r'e ®
sen w1 ; I, |o <o,
ey X(e/®) =
B. nn ) {0, o.<|lw<n
5, = I, 0<sn<M sen [w(M + 1)/2] o jaMj2
0, en el resto sen (w/2)
10. ef*n" Y 2w — @y + 2nk)

cos (won + @)

k=—w

Z [me'®3(w — wq + 2nk) + me d(w + w,y + 2nk)]

k=—x

*Oppenheim, A., Schafer, R.W. Tratamiento de sefiales en tiempo discreto.

Prentice Hall.
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Filtros ideales

Utilizando la propiedad de desplazamiento en frecuencia de la transformada de Fourier, se

puede obtener un filtro pasa-banda o pasa-altas a partir de un pasa-bajas:

F{z[n]e!"} = X (ej(“’_“(’)) .

Filtro pasa-bajas ideal con kernel h[n] = S$hwn y

™

frecuencia de corte w. = /4

Pasa-banda ideal con kernel h[n] exp(jwon) en-

tonado en wp = w/2 y ancho de banda Aw =7 /4

Pasa-altas ideal con kernel h[n]exp(jmn) y fre-

cuencia de corte w, =m — /4

rrrrr

4 3 2

aos(H)

40 1 2 3 s
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Filtro Gaussiano

e Consideremos un filtro de promedio movil simétrico, cuya respuesta al
impulso es

h[n]: ﬁ, para —NSTLSN,
0, para otros valores de n.

e Si aplicamos el filtro m veces a una sefal de entrada z[n], entonces la
salida y[n] esta dada por
y[n] = z[n] * gm[n],
donde
gm[n] = h[n]*xh[n]*...*xh[n]
m veces

e Conforme se incrementa m, la forma del kernel g,,[n] se aproxima a una
curva Gaussiana g[n]:

1 e
on\V 27 ’

donde o, es la desviacion estandard del kernel.

gln] = 1im_gm[n] =
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Integral de una Gaussiana

e Sea I la integral de una Gaussiana de la forma g—az’:
I :/ e " dx :/ e~ W dy.
e Entonces, 1?2 = [ [% e~a@ ) dzdy.

e Cambiando a coordenadas polares (r,60), tenemos que

00 27 ,
/ / e " rdrdf
0 0
/ Drre " dr
0

- i,

a 0

IQ

a

e Por lo tanto, I = ffooo o0 o — \/f

a
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Transformada de Fourier de una Gaussiana

e Aplicando lo anterior, se puede mostrar que la transformada de Fourier
de una Gaussiana (continua) es también una Gaussiana:

()

/ 6_at2€_jwtdt
- o N
/ exp{—a [t2+‘7——|—(]—) ]}-exp{a<]—> }dt
o a 2a 2a
x (f_wf el (t+j_w)2 "
P 2a oo P . 2a

2 00 jw
6_4_a/ e *ds, donde s=1t+4 o
a
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Respuesta en frecuencia del filtro Gaussiano

e Consideremos un filtro Gaussiano cuya respuesta al impulso
g[n] esta dada por

2

1 _n_2

n| = e 20n.
g[n] P

e Entonces, la respuesta en frecuencia G(eI%¥) del filtro esta

dada por

w2

G (ejw) = e 205,

donde o, = Ult
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Filtros de Gabor

e Un filtro de Gabor es basicamente un filtro pasa-banda con respuesta
Gaussiana.

e Puede obtenerse aplicando |la propiedad de desplazamiento en frecuencia
al filtro Gaussiano.

e L a respuesta en frecuencia de un filtro de Gabor entonado a una frecuen-

Cia wg esta dada por

_(w—wg)?
G (ejw> = e 202 :

Yy Su respuesta al impulso es
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Unidad III

Transformada Discreta de
Fourier
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Periodicidad en tiempo discreto

e Una senal discreta z[n] es periddica si existe un entero N #= 0 tal que
x[n] = x[n + N]
para todo n. En este caso, decimos que x[n] tiene periodo N.
e Notar que no cualquier senal senoidal o exponencial compleja es periddica.
Por ejemplo,
— z[n] = cos (%t) es periddica
— z[n] = €73 no es periddica

e En general, una secuencia de la forma z[n] = el“n es periodica si y solo
si la frecuencia de la senal cumple que

2mk
w=—
N
para algun entero k.
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Componentes de frecuencia de una senal periodica

e Sea x[n] = exp (g%n) una sefal periddica con periodo N.

e Si kK = N 4+ k entonces tenemos que

x[n] = exp (jzﬁ(]\][\[_l_k)n)

27k
= exp (j2mn)exp (]%ﬂ)

exp (_27rk )
— J—n
N

e Por lo tanto, en una senal discreta peridodica pueden existir solamente
hasta N frecuencias distinguibles, las cuales estan dadas por

2mk
W — ——,
"N

para k=0,1,..., N+ 1.
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Componentes de frecuencia de una senal periodica

e Sea z[n] periddica con periodo N. Su transformada de Fourier esta dada
por

oo
X (ejw) = Z z[n]e 7“m,
n=——oo

y la senal reconstruida se obtiene mediante la transformada inversa de

Fourier como
1 (7 . .
x[n] = —/ X (eﬂ") e dw.
2m J_.
e Sin embargo, las Unicas frecuencias que pueden estar presentes en x[n]

son aquellas que tienen periodicidad N: es decir, aquellas de la forma
2nk/N, para k=0,...,N — 1.
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Transformada discreta de Fourier

e Entonces, una senal peridodica z[n] con periodo N puede reconstruirse
como

1 = ok
ol = 3 XWero (JT") , 3)

e Para obtener los coeficientes X[k], podemos multiplicar la ecuacion an-
terior por exp( 32”’%) y sumar sobre n. Asi llegamos a que

iy 2k
Xkl = x[(nl| ex —7—mn|. 4
CEDSEOLTEELY ()
e La ecuacion 4 se conoce como la transformada discreta de Fourier de

x[n], mientras que la ecuacion 3 es la transformada inversa discreta de
Fourier (TDF).
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TDF de senales finitas

e Sea z[n], 0 <n < N-—1 una senal finita de duracion N. Es decir, z[n] =0
paran <0y n>N.

e Asociamos a z[n] una sefal peridodica z[n] con periodo N, dada por

Zln]= )  xln—rN],

o simplemente, Z[n] = z[(n)y], donde (z)y denota x mdodulo N; es decir,
(z)y =r tal que = gN +r con g enteroy 0 <r < N.

e La TDF X|[k] de Z[n] es también una secuencia peridédica con periodo N,

a partir de la cual podemos extraer un solo periodo para formar la senal
finita X[k], dada por

X[K] = X[k], si0O<EkE<N-1,
1 0, para otros valores de k.

e De esta manera, a X[k] se le llama la transformada discreta de Fourier
de z[n].

56



Convolucion circular

e Sean zi1[n] vy x2[n] dos secuencias finitas de longitud N, y sean Xi[k] vy
X>[k] sus respectivas transformadas discretas de Fourier.

e Si se define X3[k] = X1[k]X>2[k], entonces la secuencia x3[n] cuya TDF
es X3[k] esta dada por

N-1

r3[n] = Z r1[m]za[(n —m)n],

m=0
e La operacion anterior se conoce como la convolucion circular de z1[n] vy

xo[n] y se puede representar como

N—-1
r1[n] ® x2[n] = Z r1[m]za[(n —m)N].

m=0
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Propiedades de la transformada discreta de Fourier

Propiedad Senal TDF
Linealidad azri[n] + bxa[n] aX1[k] + bX>s[k]
Dualidad X[n] =TDF{x[n]} Nz[(—=k)n]
Desplazamiento circular z[(n — m)n] eI (2mk/N)m x L]
Desplazamiento en frecuencia el (2mko/N)n g2 ] X[(k — ko) n]
Convolucion periddica x1[n] ® xo[n] X1[k] X2 [k]
Producto z1[n]xo[n] *X1[k] ® X2[K]
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Transformada rapida de Fourier (FFT)

e E|l cOmputo de la TDF mediante la formula

N-1 21k
X[kl= ) z[nle ! " k=0,...,N—1
n=0

requiere aproximadamente N2 multiplicaciones complejas vy
N2 sumas complejas, por lo tanto, tiene una complejidad de
orden O(N?).

e EXisten varios algoritmos para calcular la transformada disc-
reta de Fourier de una manera mas eficiente. Uno de los
algoritmos mas comunes se basa en el concepto de diez-
mado en tiempo, el cual divide el coOmputo de una TDF de
longitud N par en dos TDF de longitud N/2.
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FFT mediante diezmado en tiempo

e E| diezmado en tiempo se logra separando |los indices pares e impares en
la sumatoria de la TDF:

N-1
X[k] = Z x[n]e_j%k”
n=0
= Z z[nle IV 4 Z z[n]e I v "
n par n impar
N/2-1 N/2-1
= Z z[2r]e 152 + Z z[2r 4+ 1]e 75 CrD
r=0 r=0
N/2-1 N/2-1
= Z w[2r]e_j%/gr + eI Z x[2r + l]e_j%r
r=0 r=0

- 27k

— G[k] + e 7 H[K]

donde G[k] es la TDF de la sefal z[2r], y H[k] es |la TDF de z[2r + 1]
para r=20,...,N/2 -1, y son periodicas con periodo N/2.
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FFT mediante diezmado en tiempo

e Para una senal z[n] de longitud N par, tenemos entonces que

- 27k

X[k] = G[k] + e/~ H[K],
donde G[k] = TDF{z[2r]} v H[k] = TDF{z[2r + 1]}, r=0,...,N/2 — 1.

e Si N/2 es par, entonces G[k] y H[k] pueden calcularse de manera similar,
como la suma de dos TDF de longitud N/4.

e En particular, si N = 2™, entonces el diezmado en tiempo se puede
aplicar m — 1 veces de manera sucesiva o recursiva para calcular X[k], lo
cual tiene una complejidad de orden O(N log, N).

e Después de aplicar el diezmado m — 1 veces, uno llega a calcular TDF's
de longitud 2, lo cual es trivial: si N = 2, entonces tenemos que

X[0] = z[0] + =[1], X[1] = z[0] — z[1].

61



Ejercicios

1. Implemente la transformada discreta de Fourier (DFT) en C/CH++ (im-
plementacion ingenua).

2. Implemente la transformada rapida de Fourier (FFT) en C/C++4 para
una senal de longitud N de la manera siguiente:
(a) Si N es impar, llamar a la funcion que calcula la DFT.

(b) Si N es par y mayor que 2, aplicar el diezmado en tiempo, calculando
las transformadas G[k] v H[k] de manera recursiva.

(c) Si N = 2, calcular directamente la DFT como un caso trivial.

3. Implemente la transformada discreta inversa de Fourier utilizando la FFT
del inciso (2) y la propiedad de dualidad.
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Unidad 1V

Muestreo de senales en
tiempo continuo
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Impulso continuo

e El impulso continuo d(x), también llamado delta de Dirac se puede definir

como
iw={5 %0
sujeta a
/OO d(x)dxr = 1.

e La delta de Dirac puede definirse también (mas formalmente) como el
limite de una distribucion Gaussiana cuando la varianza tiende a cero:

22

252 .

1
O(x) = lim e
( ) o—0 g/ 27

e E| impulso continuo tiene también la siguiente propiedad para cualquier
funcion f(x):

/OO f(x)é(x —a)dr = f(a).
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Muestreo de senales en tiempo continuo

e [ipicamente, las senales discretas provienen de muestrear
senales o funciones continuas.

e Uno obtiene una senal en tiempo discreto z[n] a partir de
una sefal en tiempo continuo z.(t) como

x[n] = z.(nT), n € Z,

donde T es el periodo de muestreo (en segundos), y 2x/T es
la frecuencia de muestreo (rad/s).
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Muestreo de senales en tiempo continuo

e Matematicamente, el proceso de muestreo consta de dos etapas:

1. Modular la sehal de entrada x. con un tren de impulsos (peine de
Dirac) s(t) espaciados cada T segundos. EIl tren de impulsos se define
como

s(t) = Y 8(t—nT).

n——oo

Por lo tanto, la sefial modulada zs(t) se puede escribir como
zs(t) = zc(t)s(t)
= z(t) Y &(t—nT)

n——oo
o

= ) z(nT)s(t —nT)

n——oo

2. Conversion de la sefal modulada zs(¢t) en una secuencia en tiempo
discreto z[n] = zs(nT).

66



Transformada de Fourier de un tren de impulsos

e La transformada de Fourier de un tren de impulsos periodico
con periodo T es otro tren de impulsos periddico con periodo
27 /T rad/s.

e Por lo tanto, si s(t) esta dado por

s(t) = i O(t — nT),

n——oo

entonces

S(Q) = 2?” S 5(S — k€2,

k=—o0

donde Qs =27 /T.

67



Transformada de Fourier de un tren de impulsos
modulado

e Sea zs(t) = z.(t)s(t) la sehal x. modulada por un tren de impulsos s(t)
con periodo T.

e Aplicando las propiedades de la transformada de Fourier, tenemos que

X,(Q) = %ch) « S(w)

— % f: X (9 — k).

k=—o0

e Por lo tanto, la transformada de Fourier de zs(t) es la suma de infinitas
copias de la transformada de Fourier de z.(t), desplazadas en multiplos
enteros de €2;.

e Es claro, entonces, que para que las copias de X.(t) no se traslapen, se
requiere que

[ Xc(€2)| =0, 2] > €2,/2.
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Teorema de muestreo de Nyquist

e Sea z.(t) una sefal de banda limitada, de manera que

| Xc(2)] = 0, para |2] > Q.

e Entonces, z.(t) puede recuperarse de manera unica a partir
de las muestras

x[n] = z.(nT), n € Z,
Si se cumple que

21

e La frecuencia €25/2 se conoce como frecuencia de Nyquist.
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Reconstruccion de senales de banda limitada

e De una sefal discreta x[n] podemos recuperar el tren de impulsos zs(t)
como

(0.}

zs(t) = > x[n]é(t —nT),

n——oo

donde T es el periodo de muestreo.

e Consideremos un filtro pasa-bajas ideal con frecuencia de corte «/T. La
respuesta al impulso de este filtro esta dada por

sin(wt/T)
wt/T

he(t) =

e Sea z-(t) la salida de este filtro cuando la entrada es z;; es decir,

sin[r(t — nT)/T]
n(t —nT)/T

- (t) = zs(t) * h(t) = Z x[n]

n=——oo
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Reconstruccion de senales de banda limitada

e Ya que h,(0) =1,y h,(nT) =0 para n = =+1,4£2,..., entonces es claro
que

xr(mT) = x[m].

e En otras palabras, h,(t) actia como un interpolador que permite recon-
struir una sefal en tiempo continuo a partir de las muestras z[n].

e Se puede demostrar que si z[n] se obtiene muestreando una sefial continua
x.(t) con un periodo de muestreo T suficiente para cumplir el teorema
de Nyquist, entonces la sefal reconstruida x,.(t) sera idéntica a x.(t) para
todo t.

71



Unidad V

Transformada Z
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Definicion
e La transformada Z es una forma generalizada de la transformada de
Fourier con las siguientes ventajas:

1. Puede converger en algunos casos donde la transformada de Fourier
no converge.

2. En muchos casos es mas conveniente para resolver problemas de
manera analitica.

3. Es mas conveniente para el diseno y estudio de sistemas IIR dados
mediante ecuaciones en diferencias.

e La transformada Z de una senal z[n] se define como

oo

Z{z[n]} = X(z) = Z x[n]z™", z € C.

n=——oo

e Si z = ¢/¥, entonces la transformada Z es igual a la transformada de
Fourier; es decir, la TF es igual a la TZ evaluada en el circulo unitario.
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Convergencia de la transformada Z

En general, cualquier complejo z puede representarse en forma polar
como z=re/, r>0, 0 <w<< 2.

Por lo tanto, la transformada Z de xz[n] se puede escribir como
X(z) = X(@re*)

oo

= Z x[n]r e Ien

n=——oo

= F{z[n]r "}

Ya que la TF de una senal converge solamente si la senal es absoluta-
mente sumable, entonces X (z) converge solamente si

oo

Z lx[n]r " < oo, r=]|z|.

n——oo

Notar que es posible que para algunas senales, es posible que la TZ
converja (para algunos valores de z), aun cuando la TF no converja
(e.g., la senal u[n]).
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Region de convergencia

e La region de convergencia (RDC) de la TZ de una sefnal z[n] es el con-
junto de valores de z para los cuales X (z) converge; es decir,

0. @]

Z lx[n]r " < oo, r=|z|.

n——oo

e La convergencia depende solamente de la magnitud de z, pero no del
angulo, por lo tanto, |la region de convergencia es simplemente un anillo
de la forma a < |z| < b centrado en el origen. En algunos casos, el anillo
puede extenderse hacia dentro e incluir al origen, mientras que en otros
puede extenderse infinitamente hacia el exterior.

e Ejemplo: considerar la sefal z[n] = u[n]. Ya que u[n]r " es absoluta-
mente sumable para » > 1, entonces la RDC de X(z) es |z| > 1.
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Transformada Z racional

e LOS casos en los que la transformada Z es de mayor utilidad, es cuando
ésta se puede expresar COmoO una ecuacion cerrada, en lugar de una suma
infinita.

e En particular, uno de los casos mas utiles es cuando la transformada Z
se puede expresar cComo un cociente de polinomios:

P(z)

) =50y

e Los valores en los cuales P(z) = 0 se llaman ceros, ya que en esos valores
X(z)=0.

e Los valores en los cuales Q(z) = 0 se llaman polos. Ya que X(z) = +oo
para estos valores, entonces los polos no pueden pertenecer a la region
de convergencia; sin embargo, la region de convergencia esta delimitada
por los polos.
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Ejemplo 1

e Sea z[n] = a"u[n]. Entonces,

o0

Z a"u[n]z™"

n=——oo

= Z (az"n
n=0

1
= 1o 2] > |al
z
= » |z| > al.

X(z) =

e Por lo tanto, X (z) tiene un cero en z =0 y un polo en z = a.

e Ya que la RDC contiene al circulo unitario, entonces la transformada de

Fourier de x[n] existe.
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Ejemplo 2

P ()
e Sea z[n] = —a"u[—n — 1] :{ Oa ’ nn><00, . Entonces,
, > 0.
-1
X@) = - Y e P
n=-—0o0 b — -
O
== —Za_nzn 0.5 _
n=1 ol o ¥ 1I| .
O
— 1 — Z(a_lz)” -0.5 F / _
n=0 L S -
p———— W
= -, |2 a
1 _ CL_]'Z7 1.5—2 —1l5 —Il —DI 5 DI DIS ::. 1I5 2
y
= , 2] <al.

e Notar que, al igual que en el ejemplo anterior, X(z) tiene también un
cero en z = 0 y un polo en z = a, pero su region de convergencia es
distinta y no incluye al circulo unitario.
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Ejemplo 3

o Sea z[n] = (—3%)"u[n] — (£)" u[-n — 1]. Entonces, aplicando la propiedad

de linealidad de la transformada Z, tenemos que

1.5 T T T T T T T

z z 1 1 tr —
X(z) = + , =< |zl < —=.
() Z_I_% Z—% 3 || 2 0.5 | \

Desarrollando y factorizando:

22 (- &) 1 1 | ﬁ f////

G+0G-1 3 <z 7 o

X(z) =

1

151 Y dos polos en

e Por lo tanto, X (z) tiene dos ceros en z =0y z =

— 1 _1
z=—3Yz=3.

e En este ejemplo, la transformada de Fourier de x[n] tampoco existe, ya
que la RDC no contiene al circulo unitario.
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Propiedades de la transformada Z

Propiedad Senal TDF
Linealidad ari[n] 4+ bxz[n] aXi1(z) + bX2(2)
Desplazamiento temporal x[n — ngl z X (2)
Escalamiento en frecuencia zgx[n] X (z/z0)
Reverso z[—n] Xz
Conjugado x*[n] X*(z*)
Diferenciacion nx[n] —z%iz)
Convolucion x1[n] * z2[n] X1(2)X2(2)
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Algunas transformadas Z comunes

Secuencia Transformada Z Region de convergencia
d[n — m] zTm z e C
au[n] P 2] > |al
—a"u[—n — 1] = z| < |a
na”uln] # z| > |a
—nau[—n — 1] (ng)Q z| < la
(r"™ coswgn)u[n] ZQ_?%;&)?SSQI_TQ z| > r
(r" sinwgn)u[n] (rsinwp)z z| > r

22— (2r coswq)z+1r2
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Transformada Z inversa
e Formalmente, la inversa de la transformada Z se define como

z[n] = 271 z =i 2)2" " ldz
) = 24X ()} = 5= § X"z,

donde C es un contorno cerrado (en sentido contrario a las manecillas

del reloj) completamente contenido en la region de convergencia, y que
encierra al origen.

e Un caso especial se da cuando el contorno C es precisamente el circulo
unitario. En este caso, |la inversa de |la transformada Z es precisamente

la transformada inversa de Fourier.

e EXisten también otras técnicas que pueden aplicarse en varios Ccasos:
1. Inversion mediante inspeccion
2. Descomposicion en fracciones simples

3. Series de potencias
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Inversion mediante inspeccion
e Este método consiste simplemente en tratar de reconocer parejas de
sefnales y sus transformadas, vy utilizar las propiedades de la transformada

Z, para encontrar la transformada inversa.

e Es necesario estar familiarizado con las transformadas de algunas senales
comunes.

e Ejemplo 1: Se puede ver que la transformada Z inversa de

X@ =1 F g
es z[n] = (%)nu[n]
e Ejemplo 2: La transformada Z inversa de
X(z2) = — 227 2 o2<ld<1.

(:—02)2 -1
es z[n] = n(0.2)"u[n] + u[—n]. (notar que u[—n] = u[—n — 1] * §[n + 1]).
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Inversion mediante descomposicion en fracciones

e Si la transformada Z de una senal esta dada como un cociente de poli-
nomios X (z) = P(z)/Q(z), entonces puede factorizarse como

x(y = ellim@ — =)
ao [Tp; (1 — dpz1)’

donde las ¢;'s y di's son, respectivamente, los ceros y polos distintos de
cero.

e Si M < N, entonces X (z) puede expresarse como
N

X(z) =Y A

1 —dpz~1’
k=1 k

donde A, = [(1 — dnz_l)X(z)L=dn'

e Si M > N, entonces se puede realizar una division de polinomios para

obtener
M—N N A
_ k
X = B,z7" )
(2) TZE O z "4+ ];:1 R
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Inversion mediante descomposicion en fracciones

e Una vez realizada la descomposicion en fracciones simples, la transfor-
mada Z inversa puede obtenerse facilmente mediante inspeccion.

1, -2
e Ejemplo: Encontrar la inversa de X (z) = 1121314:222_2, Z| > 2.

1 ,7_-1
2137
1-3z"1422-2"

e Realizando la division de polinomios, X (z) = % +

i i

e Factorizando el denominador, llegamos a que X (z) = %4—(1_2_1)(1_22_1).

9
e Descomponiendo en fracciones: X (z) = % — 1%2:—1 + #z_l

e Mediante inspeccion llegamos a que xz[n] = %5[71] — 4uln] + %Q”u[n]
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Inversion mediante series de potencias

e Ya que la transformada Z se define como una serie de potencias de la
forma

oo

X(z) = Z x[n]z"",

n——oo

entonces, los valores de la secuencia xz[n] son simplemente los coeficientes
de z7™ cuando X (z) se expresa como una serie de potencias en z.

e Ejemplo: Considerar X (z) = 22(1 — 2271)(1 + 271)(1 — 271). Entonces
X (z) puede reescribirse como
1

1
X)) =2°—-—Zz2—-14+ =271
(2) ==z 57 —|—2z

de manera que

2[n] = 6[n + 2] — %5[71 1] - 8[n] + %5[n _ 1]
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Representacion de sistemas LIT en el dominio Z

e Consideremos un sistema LIT definido mediante una ecuacion en difer-
encias:
aoy[n] + a1yln — 1]+ ...+ agy[n — q] = box[n] +biz[n — 1]+ ...+ brx[n —r].

e Aplicando la transformada Z a ambos |lados de |la ecuacion, obtenemos
lo siguiente:

aoY (2) + a1z Y (2) + ...+ agz" Y (2) = boX(2) + b1z ' X(2) +... + b2 X (2)
Y (2) [ao +az P4+ + aqz_q] = X(z) [bo 4+ bz 4+ brz_r}

Y(z) _ bo+ b1z 14 ...+ bz2"
X (2) " ap+aizt + ... 4 az1
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Representacion de sistemas LIT en el dominio Z

e Por otro lado, si la respuesta al impulso del sistema es h[n], entonces

Y(z) = Z{y[n]} = Z{z[n] x h[n]} = X(2)H(2),
por lo cual
Y(2)  bo+bizt+...+bz"
o X (2) " ag+arz? + ... taz1

e H(z) se conoce como la funcion de transferencia del sistema.

e De |la ecuacion anterior se pueden obtener l0os polos y ceros simplemente
multiplicando y dividiendo por una potencia suficientemente grande de z
(para eliminar las potencias negativas), o bien, como los reciprocos de
las raices de los polinomios en z~1.

e Notar que para que los coeficientes a; vy b, Sean reales, es necesario que
los ceros y l0os polos sean reales o pares complejos conjugados.
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Ejemplo: filtro pasa-bajas de un polo

e Consideremos el sistema definido por la siguiente ecuacion en diferencias

y[n] = py[ln — 1]+ (1 —p)z[n], 0<p< 1.

e Reescribiendo la ecuacion como y[n] — py[n — 1] = (1 — p)z[n] y tomando
la transformada Z en ambos lados de |la ecuacion, obtenemos la funcion
de transferencia del sistema, dada por
l—0»p z

———=(1-p) ,

H(Z)zl—pz—lz Z—0p

la cual tiene un cero en z=0 y un polo en z = p.

e Ya que el sistema es causal, entonces la region de convergencia es |z| > |p|,
lo cual significa que el sistema es estable para |p| < 1.

e Ejercicio: Grafique la respuesta en frecuencia |H(ej“)| del sistema para
p=0,0.3,0.6,0.9. Verifique que el sistema corresponde efectivamente a
un filtro pasa-bajas.
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Ejemplo: filtro resonante de dos polos

e Considerar el sistema cuya funcion de trans-

ferencia corresponde al diagrama polo-cero
mostrado. Los polos y ceros estan dados por: 1 /

.
L

p1 = re

p2 = re’ i
z17. = O

22 = 7rCOSwqo

e Es facil verificar que la funcion de transferencia es

22 — (rcoswp)z
22 — (2r coswg)z + r2’

H(z) = |z| > |r|.

e Multiplicando el numerador y denominador de H(z) por z—2 podemos
encontrar los coeficientes de la ecuacion en diferencias del sistema, la
cual esta dada por

y[n] = z[n] — (r coswp)z[n — 1] + (2r coswo)y[n — 1] + r2y[n — 2].
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Unidad VI

Diseiio de filtros digitales
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Teorema de escalamiento de la transformada de
Fourier

e Consideremos una sefal en tiempo continuo x(¢t) a la cual
se le aplica una transformacion de escalamiento en tiempo

y(t) = z(at), a > 0.

e Es facil mostrar que |la TF de |a senal escalada es

Fla(at)} = %X (e/2).

e Esto significa que si ensanchamos una senal en tiempo, en-
tonces su espectro de frecuencias se hara mas angosto, vy

viceversa.
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Principio de incertidumbre de Heisenberg

e Una consecuencia directa del teorema de escalamiento, es que no es
posible tener sefales que sean al mismo tiempo angostas en tiempo (e.g.,
de corta duracion) y angostas en frecuencia.

e Entonces, de una manera muy vaga, podemos establecer el principio de
incertidumbre para una senal x como
At - Aw > c,
donde At representa el ancho en tiempo o duracion de la senal, Aw
representa el ancho de banda, y ¢ es una constante.

e Para poder determinar ¢, se suelen definir At y Aw desde un punto de
vista estadistico.
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Momentos de una funcion

e El n-ésimo momento de una funcion f : R — R alrededor del punto c se
define como

= [ Zu o) f(x)da.

e LOos momentos alrededor de cero se conocen simplemente como los mo-
mentos de la funcion. El primer momento se denota simplemente como

M= 1.
e LOS momentos centrales son aquellos que se toman alrededor de u.
— EIl primer momento central siempre vale cero.

— El segundo momento central se denota por o2 = [~ (z — u)?f(z)d=.

e El n-ésimo momento normalizados es el n-ésimo momento central divi-
dido entre o".

e Si f(x) representa una funcion de densidad de probabilidad, entonces el
primer momento es la media y el segundo momento central es la varianza
de la distribucion.
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Duracion vy ancho de banda en términos de se-
gundos momentos

e Una manera en que podemos definir la duracion At y el ancho de banda
Aw de una senal x(t), es tomando los segundos momentos centrales de
la magnitud al cuadrado de z(t) (resp. X(w)) dividida entre la energia

de la senal:

pe =% O tle(8)|2dt, o = 3 [0 (t — pe)?|z(t)|2dt,

o = 55 [T Wl X (@)Pdw, 02 = 325 [7 (@ — p)?|X (W) [Pdw,
donde

oo 1 oo
E = / |z (t)|?dt = —/ | X (w)]?dw.
. 2T J_ o

e En este caso, el principio de incertidumbre se establece como
1

O10y > 5

e La gaussiana es la unica senal para la cual se alcanza el minimo oo, =
1/2.
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Reduccion del rizado en la
banda de paso

Reduccion del rizado en la
banda de rechazo

Reduccion del ancho de Ia
banda de transicion

Filtros FIR: tamano de kernel

Filtros IIR: orden del filtro
(ndmero de polos)

1 + 9,

1 -3,

0

Consideraciones para el diseino de filtros

IH(e /)
@
I\ |
I\ i
L % |
| | —
Banda | Bandade | Bandaecliminada
de paso I1 trunsici{jn |i
I LW
l N
2 | r
’» L [\ e o g e e =S o 1

I‘er )

Oppenheim et al.
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Diseino de filtros FIR mediante enventanado

e Supongamos que la respuesta deseada de un filtro es Hy(e/*). Esta se
puede expresar como

oo

Hi(@*) = 3 haln)e 7",

n——oo

donde h,; es la respuesta al impulso del filtro.

e Ya que h, puede ser de duracion muy larga, o incluso infinita, una manera
de obtener un filtro FIR, con una respuesta similar a la deseada, consiste
en multiplicar hy for una funcion ventana w(n] de longitud finita:

h[n] = hy[n]w[n].
e Aplicando la propiedad de modulacion de la TF, tenemos que

. 1 [ | .
() = / H,(e7YW (7“=9)dp.
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Diseino de filtros FIR mediante enventanado

e Notar que si w[n] = /9" = 1 para todo n, entonces H(e/¥) =
Hg(el?).

e Esto sugiere que si la energia de w[n] se concentra alrededor
de w = 0, entonces H(e/¥) serd muy similar a Hy(el®).

e Sin embargo, por el principio de incertidumbre, a medida
que W(el¥) se aproxime a un impulso, la duracion de w|[n] se
incrementara en proporcion inversa.
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Algunas funciones de ventana comunes

1, 0<n<M,

Rectangular:  w(n] = { 0, para otras n.

(truncamiento)

2n/M, 0<n<M/2,
2—-2n/M, M/2 <n< M,
0, para otras n.

Bartlett: wln] =
(triangular)

0.5 —-0.5cos(2mn/M), 0<n< M,

Hanning: wln] = { 0 para otras n.

0.54 — 0.46 cos(2mn/M), 0<n < M,

Hamming: wln] =1 o para otras n.

0.42 — 0.5cos(2nrn/M) 4+ 0.08cos(4nn/M), 0<n < M,

Blackman: w(n] = 0, para otras n.
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Ejemplo: Aproximacion a un

filtro ideal

jw 1 siO0<w<uwe, Sin wen
H(e™) = 0 ara otros hin] = ’
) w. mn
014 — 1& 01s
012 Al 4 ) 5\ 0.12 i
0.1 ‘; E f{‘ "&? o J ‘\
008 % % / A 0.08 0’ “\
006 ’ \ >f béi ! “
004 \’ ‘\ ? j AQ D — e /w 3\
| / | : -
0.02 . 4 . g A 002 ﬁﬁ \
AU AN FN 7 4 ", N R R
’ 4 / SE | o) L e W, \ /> #\ P
0.02 }&j v 0.02 v, 4
h[n] blackman(length(h)) h.*blackman(length(h))
) T
* — Respuesta en frecuencia — ” \
04 V\
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Analisis de error para una ventana rectangular

e La TF de una ventana rectangular
w[n] de tamano M es

_ionrj2Sinlw(M +1)/2)
sin(w/2) '

e La grafica de magnitud de W (e*)
consta de varios “lobulos’ . | | | | |

0.001

Magnitud

W(e“) =e

e EIl I6bulo principal suaviza |la respuesta en frecuencia del filtro, y por o
tanto su anchura influye en el ancho de |la banda de transicion.

e Los I6bulos laterales producen el efecto de Gibbs (rizado). La magnitud
de estos |obulos determina la profundidad de este efecto.

e Para la ventana rectangular, el ancho del I6bulo principal es 4n/(M + 1),
y la magnitud pico de los I6bulos laterales es aproximadamente 0.21 (-13

db).
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Comparacion entre ventanas

e La siguiente tabla muestra valores aproximados de anchura del I6bulo
principal, y amplitud pico de los I6bulos laterales para distintos tipos de
ventana de tamano M:

Ventana Ancho I6bulo principal Amplitud Iébulos laterales
Rectangular 4xn/(M + 1) -13 db
Bartlett 8 /M -25 db
Hanning 8m/M -31 db
Hamming 8w /M -41 db
Blackman 127 /M -57 db

Oppenheim et al.

e Notar que existe un trueque entre la anchura del |I6bulo principal y la am-
plitud de los |I6bulos laterales, |0 cual significa que no es posible minimizar
de manera simultanea el ancho de |la banda de transicion y el rizado.

e Igualmente, el ancho del I6bulo principal es inversamente proporcional al
tamafo de la ventana (el cual determina el tamano del kernel del filtro
que se desea disenar).
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Optimizacion de filtros FIR

e Supongamos que se desea obtener el filtro FIR h[n] de tamano
M que mejor se aproxima al filtro deseado hy[n] de acuerdo
a algun criterio de error.

e Un criterio razonable es minimizar el error cuadratico medio
entre la respuesta en frecuencia de ambos filtros:

_ 1 o0 » N 1D

min —/ |H () — H(eM%)|2dw,
h[n] 27 J—o00

sin embargo, esto equivale a hacer h[n] = w[n]hy[n], donde

w[n] es una ventana rectangular.
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Criterio minimax para filtros equiripple

e Otro criterio, conocido como minimax, consiste en minimizar el error
Mmaximo con respecto a la respuesta en frecuencia deseada:

r}?[ir]w (max | Hg(e?¥) — H(ej“’)|) .

e Este criterio ocasiona que se reduzcan los rizos de mayor amplitud, a
costa de que aumente la amplitud de los rizos pequenos. En otras pal-
abras, distribuye |la energia del rizado a lo largo de todo el espectro de
frecuencias.

e EI filtro resultante tendra un rizado uniforme, donde las crestas y valles

tienen aproximadamente |la misma amplitud, por o que este tipo de
diseno se llama equiripple.

104



Diseino de filtros pasa-bajas equiripple

e Consideremos inicialmente un filtro pasa-bajas h.[n] de tamafo M con
fase cero, es decir, tal que he[n] = h[—n] € R.

e La respuesta en frecuencia H.(e’*) de este filtro esta dada por

L L
He(e™) = ) he[n]e 7" = he[0] + )  2he[n] cos(wn),
donde L = M/2.

e Considerando que cos(wn) puede expresarse como cos(wn) = Tn(w),
donde T;, es un polinomio de grado n, entonces podemos escribir H.(e’*)
como

L
He(e™) =) ar(cosw)¥,
k=0
O bien,

L
H.(e™) = P(cosw), P(z) =) ap”.
k=0
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Funcion de error

e Se define la funcion de error E(w) como
E(w) = W(w)[Ha(e’*) — He()],

donde W(w) es una funcién de peso definida solamente para un nimero
finito de subintervalos cerrados de [0,w]. Esta funcion permite utilizar
un criterio distinto para las bandas de paso y rechazo.

e Para el filtro pasa-bajas, una funcion de peso adecuada es

_ ) 62/61, 0L w < wy,
W(W)_{ 1, wr Sw S

donde 91 y 42 son las amplitudes deseadas del rizado en las bandas de
paso y rechazo, respectivamente, y w, y w, son los Iimites de la banda de
transicion (donde W (w) no esta definida).

e Entonces, el criterio minimax queda como

min (max |E(w)|) :
{h.[n]:0<n<L} w
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Teorema de alternacion

e Sea F' la union disjunta de intervalos cerrados en R. Sea D(xz) una
funcion continua en F' que se desea aproximar, W (x) una funcion positiva
continua en F, y P(x) el polinomio de grado r dado por

P(x) = Z apx’.

k=0

e Se define el error ponderado como E,(x) = W(z)[D(x) — P(x)], y el error
mMaximo como

Emax - TEaFX |Ep($)|

e Para que exista un polinomio P(x) unico que minimize Emax, €S necesario
que E,(x) presente al menos r + 2 alternancias; es decir, que existan
m > r + 2 valores z1,...,x, tales que

r1 <x2<...<Zm, VY Ep(rr)=—-Ep(xp+1) = £Emax

107



Método de Parks-McClellan

e De acuerdo al teorema de alternacion, el filtro optimo debe cumplir el

sistema de ecuaciones dado por
W (wi) [Ha(e?) — He(e?)] = (1)1, i =1,2,...,(L+ 2),

donde w; son las frecuencias donde se presentan |os extremos de la funcion

de error (crestas y valles del rizado), y § es el error 6ptimo.

e ES importante notar que los limites de la banda de transicion forman

parte del conjunto {w;}; es decir, Si wy = wy, entonces wi4+1 = wy.

e En otras palabras, dados los extremos w; de la funcion de error y haciendo
r; = COS(w;) Y w; = (—1)""1/W(w;), podemos encontrar la respuesta en

frecuencia H.(e’¥) y el error § 6ptimos resolviendo el sistema

1
1

2

i 1 x40 x%+2

L

L

L
$L+2 Wr+42 i

e Pero cual es el conjunto {w;} optimo?

ao
ai

5

Hy(e“r)
Hg(e?*2)

Hq(e7“+2)
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Algoritmo Parks-McClellan

e Dados wy, wr, Y W(w), es posible aproximarse la configuracion optima de
manera iterativa, mediante el siguiente algoritmo:

1. Inicializar las frecuencias de los extremos {w;} Con wy = wp Y Wigt+1 = wy.

2. Resolver el sistema E(w;) = (—1)it1s, i =1,2,...,(L+2) para obtener
la respuesta H.(e’*) y el error § 6ptimos.

3. Calcular el error E(w) (muestreando con alta densidad) para encontrar
los nuevos extremos {¢;}; es decir, aquellos puntos donde |E(¢;)| > 9.
En caso de haber mas de L + 2 extremos, tomar los L + 2 extremos
con mayor valor absoluto.

4. Si no hay convergencia; es decir, si el conjunto {¢;} no es suficiente-
mente parecido a {w;}, entonces regresar al paso 2 con w; = ¢;.

e Una vez obtenida la respuesta optima H.(e/*) = Zﬁ:o ar(cosw)®, puede
muestrearse en w = 27wk/M y obtener h.[n] mediante la transformada
inversa discreta de Fourier.
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Diseino de filtros IIR

e Funciones en Octave para el analisis de filtros IIR:

— freqz(b, a) - grafica la respuesta en frecuencia de un filtro IIR racional
con coeficientes b y a.

— zplane(b, a) - grafica el diagrama de polos y ceros para un filtro IIR
racional donde b y a son los vectores renglon de coeficientes.

— zplane(z, p) - grafica el diagrama de polos y ceros donde z y p son
vectores columna que contienen, respectivamente, los ceros y los
polos.
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Filtros pasa-bajas de un polo
e Aplicaciones: encontrar tendencias en senales ruidosas, suavizamiento.
e Un poloen z=p, 0 <p<1:
H(z) = ——,
=P

y[n] = py[n — 1] + z[n — 1].

e Unpoloenz=p, O<p<1lyunceroenz=0:
H(z)=——,
Z—p

y[n] = py[n — 1] + z[n].

e Unpoloenz=p, -1 <p<1lyunceroenz=-1:
1
H(z) =211
Z2—=Dp

y[n] = py[n — 1] 4+ z[n] + z[n — 1].
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Filtros pasa-altas de un polo
e Aplicaciones: eliminar tendencias (e.g. DQC).

e Un poloen z=p, -1 <p<O:
1
H(z) = :
=P

y[n] = py[n — 1] + z[n — 1].

Un poloen z=p, -1 <p<Oyun ceroen z=0:

HE) = —,

y[n] = py[n — 1] + z[n].

Un poloen z=p, -1 <p<1lyunceroenz=1:

—1
HG) = —.

yln] = pyln — 1] + z[n] — z[n — 1].
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Filtros pasa-banda

e Podemos obtener un filtro pasa-banda a partir de un pasa bajas (o pasa
altas) mediante un corrimiento en frecuencia w — (w — wo).

e Si z = reJ¥, entonces el corrimiento en frecuencia equivale a multiplicar
z por e /¥, es decir, rotar z por un angulo —wg.

e Equivalentemente, se pueden rotar los polos y ceros del sistema por un
angulo wqp, Y agregar los correspondientes polos y ceros conjugados de
manera que los coeficientes del sistema sean reales.
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Ejemplo: filtros pasa-banda resonante

e Ejemplo: Tomemos el filtro pasa-bajas con funcion de transferencia
H,;(z) dada por

Hi(z) = ——

el cual tiene un cero un polo en z = p.

e Entonces, para la construccion de un filtro pasa-banda entonado en la
frecuencia wg, podemos colocar dos polos en z = pe’“* y z = pe~7/“°, donde
el ancho de banda es aproximadamente 8 =1 — p.

e En algunos casos es deseable colocar ceros cerca de z = £+1 para eliminar
la respuesta en w =0V w = . En este caso, la funcion de transferencia
queda como:

(z—c)(z+0¢)
(z — pele)(z — pe=Jwo)
Y la ecuacion que describe el sistema es:
y[n] — (2pcoswo)y[n — 1] + p*y[n — 2] = z[n] — c*z[n — 2],
conp=1-0.

Hy(z) =
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Filtros de ecualizacion tipo shelving

e Un filtro de ecualizacion se utiliza principalmente para compensar la re-
spuesta en frecuencia de otro sistema, realzando o atenuando ciertas
bandas de frecuencia.

e En particular, un filtro tipo shelving, realza o atenua las frecuencias por
abajo o por arriba de una frecuencia de corte.

e Estos filtros pueden implementarse como una generalizacion de los filtros
pasa-bajas/altas de un polo y un cero, colocando el polo en z =p y el
cero en z = q, con lo cual se obtiene la siguiente respuesta:

Z—(q
H(z) = :
Z£—Pp
donde p esta relacionado con la frecuencia de corte, y p—q con la ganancia
en la banda |w| < wo (en el caso p,q > 0).
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Filtros de ecualizacion tipo peaking

e Un filtro de ecualizacion tipo peaking permite realzar o atenuar una banda
de frecuencias alrededor de una frecuencia central.

e Una manera de obtener este tipo de filtro, es convirtiendo el filtro shelving
en un filtro pasa-banda. Esto se logra rotando el cero vy el polo del filtro
shelving, y agregando |los pares conjugados correspondientes.

e De esta manera, la respuesta en frecuencia del filtro peaking queda como:

(z — g&/**) (= — ge™7**)
(z — peiee) (z — pe~iwo)’

Hp(Z) —

donde
— wp €s aproximadamente la frecuencia central.
— 1 — p es aproximadamente el ancho de banda.

— p — q esta relacionado con la ganancia.
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