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Prefacio

Antes de nada, esto no es un curso habitual de ecuaciones diferenciales: no

se parte de cero, no hay demostraciones, etc. Estas notas estan pensadas como
un complemento a un curso de caracter tedrico y tienen como objetivo ocuparse
inicamente de los aspectos computacionales, es decir, como calcular la solucién
a una ecuacion diferencial de manera efectiva y eficiente.
Sin embargo, aqui no hablaremos del calculo de subespacios ciclicos, factores
invariantes, formas de Jordan, sistemas fundamentales de soluciones, etc. To-
das esas construcciones van implementadas en los algoritmos de calculo que el
software simbolico moderno (Maxima, Mathematica, Maple, etc.) ya trae “out
of the box”. La idea es no perderse en medio de un algoritmo tedioso si eso lo
puede hacer una maquina mas rapido y mejor. Se trata entonces de aprender a
usar el software para resolver en la préctica los problemas que se nos planteen,
dejéndonos tiempo libre para ocuparlo pensando en cuestiones mas interesantes
desde un punto de vista matematico.

El software con que trabajaremos es Maxima (con su interfaz wxMaxima).

Maxima es un sistema algebraico computacional (CAS por sus siglas en inglés),
es decir, un paquete de programas que permiten hacer calculos numéricos y
simbolicos. Por lo que respecta a la posibilidad de hacer calculos numeéricos,
Maxima se comporta como una calculadora avanzada de gran precisién, pero lo
realmente importante es que ofrece la posibilidad (ausente en las calculadoras
cientificas) de hacer célculos literales, simbolicos, con variables que no tienen
ningin valor asignado. Asi, por ejemplo, si le pedimos a Maxima que calcule la
derivada de la funcion sin(z), nos devuelve cos(z), no calcula la derivada numeé-
rica en un punto, sino que lo hace para cualquier valor que tome la variable x
(como harfa mentalmente un matemaético).
Naturalmente, para poder conseguir esto es necesario que la interaccién con
Maxima se haga por medio de reglas muy precisas. Para nosotros puede ser
lo mismo sin(z) que sen(z), pero para Maxima no lo es. Si queremos que el
programa haga calculos para nosotros, debemos darle la informacién sobre lo
que queremos hacer en su propio lenguaje y esta es la parte mas complicada,
pues requiere de un aprendizaje previo por parte del usuario de la sintaxis que
utiliza Maxima. En la primera seccién, repasaremos brevemente los comandos
basicos de Maxima, los comandos méas avanzados se analizaran a medida que
vayan apareciendo. Hay muchos manuales y tutoriales en la red (algunos de
ellos, excelentes, en espaiiol), por lo que se anima al lector a consultarlos para
cualquier aspecto no tratado aqui. Asi mismo, el programa Maxima tiene un
sistema de ayuda muy completo, al que se accede en al interfaz grafica mediante
el mena “Help” (o “Ayuda” si se ha configurado la interfaz en espaifiol).

Respecto a las notaciones existentes para las ecuaciones diferenciales, hay
muchas y utilizaremos cualquiera de ellas indistintamente, algo a lo que debe
acostumbrarse el lector. Las mas comunes consisten en indicar una derivada por
medio del apostrofe ’, por ejemplo, si y = y(x) es una funcién de una variable



que denominaremos x, su derivada respecto de esa variable es

dy
/ b
y(z) = —=.
(@) =
Esta notacion es apropiada hasta las terceras derivadas: se usa y, 3/, " e incluso
y'"", pero para las derivadas de orden superior esto se hace incomodo y se suele

indicar el orden de derivacién mediante un simbolo como (n). Asi:

"y

() (1) =

En Fisica, cuando la variable independiente se interpreta como el tiempo ¢, es
frecuente utilizar un punto - en lugar de ’. Pondremos entonces

. dy . d*y
yt)=—, i) = -5
dt dt
(en Fisica no es frecuente utilizar derivadas de orden mayor que 2, excepto en
algunos campos muy concretos).

Quisiera mostrar aqui mi agradecimiento y respeto por el magnifico trabajo
que los desarrolladores de Maxima llevan a cabo, asi como la ayuda (desintere-
sada y muy eficiente) que prestan en la lista de Maxima. Mil gracias a: Alexey
Beshenov, David Billinghurst, Robert Dodier, Richard Fateman, Richard Hen-
nessy, Dieter Kaiser, Stavros Macrakis, Mario Rodriguez, Viktor Toth, Raymond
Toy, Jaime Villate, Andrej Vodopivec y Barton Willis.
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Ecuaciones diferenciales con Maxima

1. Introduccién a Maxima

1.1. Aritmética basica

Maxima puede operar como una calculadora cientifica avanzada. Las opera-
ciones bésicas como sumas, productos, potencias o cocientes se indican con los
simbolos habituales (y los operadores también siguen las reglas de precedencia
habituales):

(%i1) 4x(1+3)~2/5;

6

5

~

(%o01)

Maxima numera cada entrada y salida con unos contadores %in y %on.

Las constantes numéricas mas conocidas se indican con el simbolo % delante.
Asi, %i es la unidad imaginaria, la base de logaritmos neperianos es %e, %pi
es el ntmero pi. También disponemos de las funciones trigonométricas comunes:

(%i2) sin(%pi/2);

(%02) 1
y de sus inversas:

(%13) atan(1);

Qo

%03 —
(%03) :
Maxima trabaja en forma simbdlica siempre que aparecen nimeros enteros. Por

ejemplo, la siguiente expresion la trata tal cual, sin modificarla:

(%i4) 2/sqrt(2);

2
(%o04) 7

Para conocer su valor numérico usamos la orden float. Aprovechamos para ver
como hacer referencia a un comando o resultado anterior, mediante los conta-
dores %in o %on. El contador % hace referncia a la salida del dltimo comando
escrito (de manera que abajo darfa lo mismo si escribiéramos float ( %):

(%i5) float (%o4d);
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(%o05) 1.414213562373095

En el caso de que necesitemos ese valor con mas digitales, podemos modificar
el valor de la variable global fpprec (que por defecto es 15). Las variables se
asignan (o modifican) escribiendo su nombre seguido de dos puntos y el valor
que se les da:

(%i6) fpprec:25;

(%o06) 25

Para recuperar el valor numérico de % = /2, ahora debemos recurrir al coman-
do bfloat (de “big float”):

(%17) bfloat(sqrt(2));

(%0T) 1.414213562373095048801689b0

Este comando expresa su salida acabando en bN, lo cual quiere decir que la
expresion resultante lleva un factor 10V. En el siguiente ejemplo se ve més
claro: la presencia de b3 al final indica que hay que multiplicar por 10?:

(%18) 1000+bfloat(sqrt(2));

(%08) 1.001414213562373095048802b3

1.2. Numeros complejos

Maxima trabaja sin problemas con nimeros complejos. Podemos definir dos
variables que representen los ntimeros 3 +2i y —1 — ¢ (obsérvese que escribimos
un asterisco * para indicar el producto por i):

(%19) =z:3+2xY%1;

(%09) 2i+3

(%1i10) w:-1-%i;

(%o010) —i—1

Ahora, podemos hacer las operaciones que queramos con ellos:
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(%i11) z+w;,

(%o11) i+ 2

(%112) realpart(w);

(%012) -1

(%113) imagpart(z);

(%013) 2

Se pueden definir variables con subindices, como en este caso que construimos
Z0-

(%i14) z[0]:z*w;

(%o014) (—i—1) (2i+3)

Fijémonos en que Maxima trata las variables de forma simboélica, no las modifica
ni las convierte a valores numéricos. A veces esto no es el comportamiento que
nos gustaria:

(%115) exp(h);

(%o015) e(—i=1) (2i43)

En este caso, podemos expandir las operaciones primero y definir una variable
después:

(%116) z*w;

(%o16) (—i—1) (2i+3)

(%i17) expand(%);

(%017) —5i—1

(%118) z[1]:%;



José Antonio Vallegjo

(%018) —5i—1

(%i19) exp(h);

(%019) e Pl
Podemos expresar este mismo complejo mediante la férmula de DeMoivre:

(%120) demoivre(%);

(%020) e ! (cos (5) —isin(5)),
en forma rectangular (cartesiana):

(%121) rectform(2*exp(z));

(%021) 2¢e%isin (2) + 2¢e® cos (2)
o en forma polar:

(%122) polarform(w);

(%022) V2e o
El apoéstrofe ’ delante de algin comando (o variable) sirve para indicarle al

programa que no evalte lo que le sigue. Esto es 1til, por ejemplo, para escribir
ecuaciones:

(%hi23) ’z[0]=z[01;

( %023) 20=(—t—1) (20 +3)

(%i24) ’z[1]=z[1];

(%024) 2 =—hi—1
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1.3. Simplificaciéon de expresiones

Veamos ahora cémo simplificar expresiones:

(%125) 2/a+4/sqrt(b);

(%025) —+-

(%126) ratsimp(%);

2vVb+4a
avb

ratsimp (rational simplification) es el comando bésico (junto con simplify,
pero éste tltimo no trabaja con expresiones racionales que contienen variables),
pero a veces se necesita algo méas potente:

(%026)

(%127) a/b+sqrt(a/b);

(%027) 24

S
Sl

(%128) ratsimp(%);

T
(%028) @

Para estos casos tenemos radcan, que es capaz de simplificar radicales, potencias
y logaritmos:

(%129) radcan(%);

(%029) 5
(%130) (a~b)~c;
(%030) (a*)°

(%131) radcan(%);
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(%031) a’e
En el siguiente ejemplo, calculamos la descomposiciéon de 12! en factores primos:

(%132) factor(12!);

(%032) 2193552711
Podemos expandir la férmula del binomio de Newton:

(%133) expand((atb)~4);

(%033) V' +4ab®+6a2b> +4a>b+at

1.4. Ecuaciones y graficos

Pasemos ahora a la resolucién de ecuaciones, un aspecto bésico de cualquier
programa de cédlculo simbélico. El comando solve trabaja con ecuaciones poli-
nomiales, tanto explicitas como con parametros. Las soluciones se devuelven en
forma de una lista (una expresion cuyos elementos van entre corchetes [ |):

(%i34) solve(a*x~2+bxx+c=0,x) ;

Vb2 —4ac+b Vb2 —4dac—1b
(%034) [z =— 5, , T = 5o

]

El comando también resuelve sistemas de ecuaciones algebraicas. Las ecuaciones
y las variables se pasan como dos listas independientes:

(%i35) solve([2*x+3*y=2,-x+5*xy=-1], [x,y]);

(%035) [l =1,y = 0]

También se pueden resolver sistemas con paradmetros (aqui, a es un parametro
y las soluciones se expresan en funcién de él):

(%136) solve([a*x+3xy=2,-x+bxy=-1],[x,y]);

13 _ a=2
" 5404377 5a+3

(%036) IE: |

Para calcular raices de polinomios, tenemos allroots:
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(%137) allroots(x~3-5*x~2+11*x-15);

(%037) [z = 2.0i4.9999999999999999, x = .9999999999999999—2.04, z = 3.0]

O bien, si sélo nos interesan las raices reales:

(%138) realroots(x~3-5*x"2+11%x-15);

solve también es capaz de resolver algunas ecuaciones no lineales:

(%139) solve(asin(cos(3*x))*(f(x)-1)=0,x);
‘solve’ is using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

(%039) [z = %f (z) =1]

Fijémonos en que Maxima avisa del uso de funciones trigonmétricas inversas,
que son multivaluadas, por lo que puede que no proporcione todas las soluciones.
La ecuacién a resolver se pasa en la forma “expresion=0". Si no se especifica una
ecuacién, omitiendo el sigo =, Maxima entiende que la expresiéon esta igualada
a0:

(%140) solve(asin(cos(3*x))*(£(x)-1),x);
‘solve’ is using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

T
(%040) o=, @) = 1)

Para resolver ecuaciones no lineales mas complicadas hay que recurrir a algin
método numeérico. Estos métodos no estdn implementados en las rutinas bésicas
de Maxima (para evitar un uso desmesurado de la memoria del sistema). Hay
que cargarlos con la orden 1load. Por ejemplo, para resolver ecuaciones no lineales

mediante en método de Newton, cargamos el paquete newtoni:
(%i41) load(newton1)$

Ahora, planteamos la solucion a la ecuacién cos(z) = 22. Hay que dar la ecuacién
a resolver en la forma “expresion=0" (cos(z) — 2% = 0), indicar la variable (z),
un valor inicial a partir del cual iterar el método (aqui o = 0.5) y el valor de
parada, en este caso 0.001:
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(%142) newton(cos(x)-x"2,x,0.5,0.001);

(%042) .8241461317281952

Podemos comprobar que la solucién es correcta graficando las funciones para
ver donde se cortan. El comando bdsico para graficar es wxplot2d (hay otros
mas avanzados como wxdraw2d). Para graficar las funciones, las pasamos en una
lista. En otra lista se da el valor de la variable y sus valores minimo y méaximo
(en este orden):

(%143) wxplot2d([cos(x),x~2],[x,0,2]);

4 cos{x} ——
3.5 ]
3
2.9
2
1.5
1
8.5
a
-a.5 :
a 8.5 1 1.5 2
H

(%043)
Si s6lo se va a representar una funcion, no hace falta ponerla en una lista:

(%144) wxplot2d(t~3-4*t~2+t+6, [t,-2,4]);

18

t73-4#t 2+t 46
1
o

-2 -1 a 1 2 3 4

(%044)
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El paquete mnewton resuelve sistemas de funciones no lineales. Las ecuaciones
se pasan en una lista, luego va otra lista con las variables (en este caso x e y)
y una tercera lista con unos valores iniciales para las variables que estimemos
cerca de los valores de las soluciones (para obtener estos valores iniciales puede
ser util representar primero las graficas de las ecuaciones):

(%i45) load(mnewton)$
(%146) mnewton([x+3*log(x)-y~2, 2*x~2-x*y-b*x+1],[x,y],[5,5]);
0 errors, 0 warnings

(%046) [z = 3.756834008012769, y = 2.779849592817897]]

1.5. Limites, derivadas e integrales

El célculo de limites no supone ninguna dificultad: el comando 1imit admite
una expresion, la variable y el valor al que tiende. Aqui calculamos lim,_. . 2 cos a:

(%147) limit(2*cos(a),a,%pi);

(%04T) -2

También se peuden calcular limites cuando la variable tiende a 400 (inf) 6 —oo
(minf).

(%148) 1limit(4/(1+c~2),c,inf);

(%048) 0

En el caso de que el limite sea indeterminado, Maxima lo indica con und (de
undetermined):

(%149) 1limit(1/x,x,0);

(%049) und

(en estos casos, se puede estudiar el limite lateral, con 1imit(1/x,x,0,minus)
y limit(1/x,%,0,plus)).

Las derivadas se calculan con el comando diff, indicando la funcién y la varia-
ble:

(%150) diff(cos(x"2),x);
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( %050) —2z sin (z?)

Se pueden calcular derivadas de orden superior sin més que anadir el orden de
derivacién. Por ejemplo, aqui calculamos la derivada segunda de cos(z?):

(%i51) diff(cos(x~2),x,2);

(%o051) —2sin (2°) — 427 cos (2?)

Recordando que el apoéstrofo deja sin evaluar un comando, podemos escribir
ecuaciones como

(%i52) ’diff(cos(x~2),x,2)=diff(cos(x"2),x,2);

d2
(%052) 752 08 (2°) = —2sin (2°) — 42° cos (2?)
El comando para integrar es integrate:

(%153) integrate(1/(2+3*x~2),x);

atan (3—\/%)
V6

Si queremos calcular integrales definidas, basta con anadir los extremos de in-
tegracion:

( %053)

(%154) integrate(exp(x)*cos(x)~2,x,0,%pi);

37 3
(%o054) %—5

(%155) ’integrate(exp(x)*cos(x)~2,x,0,%pi)=
integrate (exp(x)*cos(x)~2,x,0,%pi);

(%055) / e” cos (x)zdx =— — 3
0 5

10
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2. Ecuaciones de primer orden

2.1. Ecuaciones separables

El comando bésico para resolver ecuaciones diferenciales de primer y segundo
orden en Maxima es ode2, cuya sintaxis es ode2 (eqn,vard,vari) siendo egn la
ecuaciéon que nos interesa resuelta con respecto o la derivada y vaerd, vari la
variable dependiente y la independiente, respectivamente. Su uso es muy sencillo,
como se vera en los siguientes ejemplos.

Para determinar las soluciones a la ecuacion xy(1 + y?)dz — (1 +2?)dy = 0,
como se ha senalado, hay que resolver primero con respecto a la derivada. En
este caso, la ecuacién equivalente en la que ya aparece explicitamente la derivada

€8s:

d
zy(l+y%) — (1 + x2)£ =0.

Resulta comodo definir primero la ecuacion y luego pasarsela a Maxima:

(%11) ecl:xxyx(1+y~2)-(1+x~2)x’diff (y,x)=0;

(Yoo1) zy (v*+1) — (22 +1) (dxy>0
(%i2) ode2(ecl,y,x);

_log (y2 +1) — 2log (y) _log (224 1)

5 > + %c

(%02)

Nota importante: Fijémonos en que al definir la ecuacion se ha utilizado el
comando ’diff, con el apdstrofo ’ delante. Recordemos que esto sirve para indi-
carle a Maxima que no evalie la derivada, de manera que se tenga efectivamente
una ecuacién. Si no pusiéramos el apéstrofo, Maxima trataria de derivar y con
respecto a x y, al no haber definido previamente que y = y(z) (mediante el
comando depends, por ejemplo), esa derivada daria 0 y no habria nada que
resolver.

El objetivo final es poder calcular la funcién solucién para un valor inicial de-
terminado, lo cual determina automaticamente la constante %c. En Maxima,
podemos indicar el valor inicial de un problema de primer orden mediante el
comando icl, con la sintaxis icl(eqn,z = xg,y = yo), siendo eqn la ecuacién
proporcionada por ode2, x( el punto inicial e yq el valor de la funcién variable
dependiente en el punto inicial. Por ejemplo, supongamos que en el caso que
estamos tratando queremos hallar la solucién y = y(z) tal que y(—1) = 1. Basta
con hacer:

(%13) ic1(%o2,x=-1,y=1);

11
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_log(y2 +1) —2log(y) log(x? + 1) — 2log(2)
2 N 2

(%03)

Ahora, veamos como simplificar esta ecuaciéon. Lo mas sencillo es utilizar
la funcion logcontract, que simplifica expresiones como log(A) + log(B) para
dar log(AB) y similares (hay un modificador que hace lo contrario: logexpand
tiene por defecto el valor false, pero si se declara logexpand:true, cuando
se detecten expresiones como log(ab)7 automaticamente se convierten a alog(b),
log(ab) pasa a ser log(a) 4 log(b), etc.) Podemos hacer que, ademaés, se simplifi-
quen factores racionales (convirtiendo por ejemplo 1 log(a) en log(y/a)) con los
siguientes comandos:

(%14) logconcoeffp:’logconfun$
(%15) logconfun(m):=featurep(m,integer) or ratnump(m)$

(%i6) logcontract(%03);

o 2
Iy loe( 22—
=) =log(5)

Aunque cuando se resuelve una ecuacién como esta “a mano” es comin sim-
plificar algo maés, por ejemplo escribiendo la constante ¢ como ¢ = log(k) y
simplificando los logaritmos de manera que resulte una expresiéon visualmente
mas agradable:

(%o06) log(

(L +a?)(1+y%) = ky?,

esto no es imprescindible. Dado que el logaritmo es una funcién mondétona cre-
ciente, es inyectiva. Lo mismo ocurre con la funcién elevar al cuadrado; por
tanto, esta ecuacion equivale a

y2 _J)2+1
y2+1 4

Finalmente, le pedimos a Maxima que nos la resuelva para y:

(%i7) solve(y~2*4=(x"2+1)*(y~2+1),y);

(%o7) =Y = ]

Una caracteristica muy interesante de Maxima es que almacena en una varia-
ble llamada method el método que ha empleado para resolver la tltima ecuaciéon
diferencial. En este caso:

(%i8) method;

12
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(%o08) separable

lo que nos dice que ha utilizado el método de separacion de variables (el lector
deberfa reconocer que la ecuacion propuesta, zy(1 +y?) — (1 + x2)% =0es de
variables separables).

Ahora que hemos visto con detalle el método general, podemos pasar a cal-
cular las soluciones de algunas ecuaciones con mayor rapidez. Por ejemplo, re-
solvamos la ecuacién de variables separables

e” sec(y)dx + (1 + €”) sec(y) tan(y)dy = 0,
con las condiciones iniciales yo = % si xo = 3:

(%19) ec2:exp(x)*sec(y)+(1l+exp(x))*sec(y)*tan(y)*’diff (y,x)=0;

(%09) (e + 1) sec(y) tan (y) <d(ic y> +e"sec(y)=0

(%110) ode2(ec2,y,x);

(%010) —log (sec(y)) = log (e* + 1) + %c
(%111) ic1(%oll,x=3,y=lpi/3);

(%o011) —log (sec (y)) = log (e + 1) — log (¢* + 1) — log (2)
(%112) logcontract(%);

(%012) —log (sec (y)) = log (2663_|_2>

(%113) solve(sec(y)=(2+%e~3+2)/(exp(x)+1),y);
‘solve’ is using arc-trig functions to get a solution.
Some solutions will be lost.

2¢e3 2
(%013) [y = asec (em—i—l + M)]

Fijémonos en que Maxima, efectivamente reconocié que la ecuacion era se-
parable:

(%i14) method;

(%o014) separable
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2.2. Ecuaciones exactas y homogéneas

Otro tipo frecuente de ecuaciones de primer orden son las exactas. Maxima

no tiene mayores dificultades con ellas. Consideremos la ecuacién 2zydr — (x? —

y*)dy = 0:
(%115) ec3:2*xx*xy-(x~2-y~2)*’diff (y,x)=0;

(%o15) 20y — (2% — 1) (ddxy>:()

(%116) ode2(ec3,y,x);

(%o016) Y~ %
(%117) solve(%ol7,y);

V1—4%22+1 V1—4%2z2 -1

2 %c Y= 2 %c

Veamos que la ecuacién fue tratada como exacta:

(%o17) y=—

]

(%i18) method;

(%018) ezact

Y comprobemos que se cumple la condiciéon de exactitud, esto es, si la ecuacién
se expresa como M (z,y)dz + N(z,y)dy = 0 entonces

oM _oN.
oy Oz’
(%i19) diff(2xx*y,y)-diff(x~2-y~2,%x);

(%019) 0
Las ecuaciones homogéneas se resuelven de la misma forma:

(%120) ec4d: (axx-bxy)+(bxx-axy)*’diff (y,x)=0;

( %020) (bx —ay) (&y)—by—kaxzo

14
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(%121) ode2(ec4,y,x);

(b+a) 109(%)4-(@—5) zog(%)

(%021) %cx =e” Za
(%i22) method;

(%022) homogeneous

Notemos que con un poco més de trabajo, esta solucién se puede poner en
una forma maés sugerente:

(%i23) radcan(%o021);

b—a

(%023) %cwz%
(y + )2

Finalmente, simplificando por x y elevando a la potencia adecuada, si hacemos
k = ¢~2% nos queda:
k=(y+a)*y—a2)""
Finalizamos esta seccién con otra ecuacion homogénea.

(%124) ech:3*x™2+2%xxy+4*xy~2+(20%x~2+6xx*xy+y~2) **diff (y,x)=0;

d
(%024) (y* + 62y +2027) (dxy)+4y2+2:vy+3x2:0

(%125) ode2(ecbh,y,x);

z (y+3x)
(%025) %C.’L' = m
(%i26) method;
(%026) homogeneous

(%i27) solve (fhokxk (y~2+T*xky+x"2) =x* (y+3*x) ,y) ;

(%o27)

\/45 %c? 22 —2%cx +1+T%cx — 1
[y:_ § )
2 %c

\/45 %22 —2%cx+1—T%cx + 1
y:
2 %c

)

15
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2.3. Factores integrantes

Las ecuaciones del tipo M (z, y)dz+ N(x,y)dy = 0 a veces pueden convetirse
en exactas con la ayuda de un factor integrante, una funcién u(x,y) tal que al
multiplicar por ella la ecuacién, para obtener uMdx + uNdy = 0, resulta que

O(pM) _ o(pN)

oy Oz
Maxima es capaz de encontrar estos factores integrantes, aunque no nos dice
explicitamente cuél ha sido la funcién p utilizada. Para recuperarla, invocamos
a la variable intfactor. Veamos un ejemplo: se trata de integrar la ecuacién
zdy + ydx = x2y%dx,

(%i28) ec6:x*’diff (y,x)-(x"2)*(y~2)-y=0;

d
(%028) x(clxy>—x2y2—y:0
(%129) ode2(ec6,y,x);
y+3z
( %029) B TR %c
(%130) method;
( %030) exact

Vemos aqui que Maxima ha reducido la ecuacién a una exacta. Para saber qué
factor integrante ha empleado, hacemos:

(%i31) intfactor;

1
y?

Finalmente, podemos expresar la soluciéon en forma explicita:

(%031)

(%132) solve((x"3)*y+3*x+3*xy*%c=0,y);

_ 3 ]
3 + 3 %c

Un ejemplo méas. Vamos a integrar la ecuacién

(%032) ly =

2
(yz + 2yeI> de+ (y+€e%)dy=0:
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(%133) ec7:°diff(y,x)=-((y~2)/2+2*xy*exp(x))/(y+exp(x));

2
d —L —2¢%y
%033 —y=—2 "7
(7%033) d:cy Y+ er
(%134) ode2(ec7,y,x);
(%034) ey +2e2%y = %c

(%i35) solve(%,y);

(%035)
l[y=—e"" (e% Vedr + %c—l—e“) cy=e " (eg Ve + %e— 62””)]

(%i36) method;

(%036) ezact

(%i37) intfactor;

(%037) e’

2.4. La ecuacién lineal de primer orden. Ecuacién de Ber-
noulli

La forma general de una ecuacién lineal de primer orden es

Y4 yP() = Q). (1)

Cuando Q(y) = 0, se dice que es una ecuacion lineal homogénea. La teoria de
las ecuaciones lineales es bien conocida. De hecho, se tiene:

Teorema (Lagrange). La solucidn general de la ecuacion lineal de primer orden
(1) estd dada por la funcion

y(x) = effp(w)dw <C+/Q($)6P(m)d‘rd1> ]

Estas ecuaciones son importantisimas y Maxima las resuelve sin problemas.
Consideremos por ejemplo la integracion de la ecuaciéon y' + 2zy = x:

17
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(%138) ec8:’diff(y,x)+2%x*y=x;

d
(%038) ﬂy—ﬁ—wa:x

(%139) ode2(ec8,y,x);

(%039) y=e " (F;C + %c)

(%i40) method;

( %040) linear
cos(z)

Otro ejemplo: la ecuacion y' + sin(x)y = 2ze ,

(%141) ec9:’diff(y,x)+(sin(x))*y=2*exp(cos(x));

d
(%o041) 7Y + sin (z) y = 2%

(%142) ode2(ec9,y,x);

(%0042) y= (224 %c) @

(%i43) method;

(%043) linear

En este tipo de ecuaciones, no es necesario que originalmente se tenga la 3’

aislada. Maxima puede despejarla. Como ejemplo, consideremos z2y’ + zy =
4 2
M SV

(%144) ecl0:(x~2)*’diff (y,x)+x*y=x"4+x"2;

d

(%o044) ? (y>+:by:x4+x2
dx

(%145) ode2(ecl10,y,x);

18
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(«*+1)" %
(%045) Y= S
x
(%146) method;
(%o046) linear

La ecuacion de Bernoulli tiene la forma

Y + P(x)y = Q(z)y",

y se reduce a la lineal por medio de un cambio de variable. No es preciso recor-
darlo, puesto que Maxima ya lo tiene implementado. Consideremos por ejemplo
la ecuacion y' — 3y = y5:

(%147) ecl1l:’diff(y,x)-3*y/x=y"5;

d 3y 5
4 _—— =
(%047) PP y
(%148) ode2(ecll,y,x);
23

(%o048) Y=

™

(%e—*57)

(%i49) method;

(%049) bernoulli

2.5. Ecuaciones de primer orden y grado superior.
Ecuaciones de Clairault, Lagrange y Riccati

Para tratar con estos casos, es conveniente cargar el paquete contrib_ode,
ya que la rutina ode2 no es capaz de trabajar con ellos.
Veamos cémo resolver la ecuacion

dy\? dy
~) - L 4y=0.
o(2) - s eu=o

Lo primero, como hemos mencionado, es cargar el paquete contrib_ode, cuyo
uso es idéntico al de ode2:
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(%150) load(contrib_ode)$;

(%151) ecl12:xx’diff(y,x) ~2- (1+x*y)*’diff (y,x)+y=0;

(%051) x(iﬁoz—@y+l)ﬁéy)+y:0

(%152) contrib_ode(ecl2,y,x);

(%052)
d \? d
x<¢#o —@y+1)Qmﬂ>+y=0

first order equation not linear in y’

ly =log (x) + %c,y = Yce”]

Fijémonos en que Maxima nos avisa de que la ecuacién no es lineal en la deri-
vada.
Como antes, podemos saber qué método ha utilizado para hallar la solucién:

(%153) method;

(%053) factor

Con este paquete, se pueden resolver ecuaciones de tipos menos comunes,

2
como la ecuacion de Clairault (%) + x% —y=0:

(%154) ec13:’diff(y,x) ~2+x*’diff (y,x)-y=0;

d \? d
(%o054) (dxy> —l—x(my)—y:O

(%155) contrib_ode(ecl3,y,x);

(%055)
d 2_+ d 0
- €T —_— — =
da” da” Y
first order equation not linear in y’

2

[y = %ew+ %c,y = 2]
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(%156) method;

(%056) clairault
También se pueden resolver ecuaciones del tipo de Lagrange, como
dy _ 2
(%157) ecld:’diff (y,x)=(x+y)"2;
(%057) L=ty
o —y = x
0 dl:Q Y

(%158) contrib_ode(ecld,y,x);

(%o058)
[z = Y%c—atan (\/%) Yy =—x—V %t], [z = atan (\/%)—F %c,y = vV %t —x]

(%i59) method;

( %059) lagrange

Finalmente, consideremos una ecuacién de Riccati

d
d—i—(l—Qaj)y—O—gf:?x.

Esta ecuacién es bastante complicada, de hecho, nétese que en la solucién apa-
., _ 42
rece la funcion error erf(z) = [ e=" dt:

(%160) ecl1b:’diff (y,x)-(1-2%x)*y+y~2=2%x;

d
(%060) %y+y2—(1—2x)y:2x
(%161) contrib_ode(ecl5,y,x);
(%o61)

...trying factor method...
solving 3 equations in 2 variables

e (em <\/7T'%(:e”32+i erf (35 + \/Eeﬁ) +2 %c)
v e o] () + e
(%i62) method;

(%062) riccati
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3. Ecuaciones de orden superior y sistemas

3.1. Ecuaciones lineales de segundo orden

La forma general de la ecuacién diferencial lineal de segundo orden es

d’z dx
§el + al(t)a + as(t)z = b(t),
donde a1, as,b son funciones reales (no consideraremos aqui ecuaciones en el
dominio complejo). Si b(t) = 0, se dice que la ecuacion es homogénea.

Las ecuaciones de segundo orden se integran igual que las de primero, mediante
ode?2, la nica diferencia es que ahora nos apareceran dos constantes de integra-
cién, que Maxima denotard %k1, %k2. Consideremos por ejemplo la ecuacion
2 + 1 —2x=0:

(%i63) ec16:°diff(x,t,2)+’diff(x,t)-2%x=0;

d? d
(%i64) ode2(eci16,x,t);
(%o064) = %klet + %k2e 2

También aqui podemos conocer el método que Maxima ha empleado para hallar
la solucion:

(%i65) method;

( %065) constcoef f

Claramente, ha sido el de coeficientes constantes. Maxima también sabe trabajar
con el método de variacién de constantes, como se ve en el siguiente ejemplo
con la ecuaciéon 2"’ — x = t2el:

(%166) ecl7:’diff(x,t,2)-’diff(x,t)=(t"2)*xexp(t);

(%066) — - —a=te
(%i67) ode2(ecl7,x,t);
(t° —3t>+6t—6) e

(%067) x = 3 + %kle + %k2
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(%168) method;

(%o068) variationo fparameters

Digamos algunas palabras sobre las condiciones iniciales en la solucién a
una ecuacion de segundo orden. Ahora, al existir dos constantes de integracion,
para especificar una solucién concreta hay que dar un punto inicial por el que
pase la solucion y(zg) = yo v el valor de la derivada de la funcién en ese punto
y'(zo) = y{- Esto se hace a través del comando ic2.

Veamos un ejemplo: supongamos que queremos encontrar la solucién a la ecua-
cién y”’ — 6y’ + 9y = 0 que en 9 = 0 vale yo = 1 y tiene derivada yj = —1.
Primero resolvemos la ecuacion:

(%169) ecl18:°diff(y,x,2)-6x’diff (y,x)+9*y=0;

dz2 ¥

(%170) ode2(ecl18,y,x);

d? d
(%069) ﬁ(dxy>+9y_o

(%070) y = (%k2z 4+ %k1) 3
Y a continuacién imponemos las condiciones iniciales:

(%1i71) ic2(%o070,x=0,y=1,’diff(y,x)=-1);

(%o071) y=(1—4x)e”

Hay otra manera de especificar una solucién concreta (o, si se quiere, de
eliminar las constantes k1 y ko): dando el valor que ha de tener la funcion
solucién en dos puntos distintos. Esto se conoce como “especificar las condiciones
de contorno”, y en Maxima se puede hacer mediante el comando bc2. En el
ejemplo anterior, si hubiésemos querido la solucién que en x = 0 vale y = 2 y
en x = 3 vale y = 4, hubiésemos hecho

(%172) bc2(%o070,x=0,y=2,x=3,y=4) ;

—9 9
(%072) y= (2 _ 6(2634)x> o3

En general, ode2 sabe trabajar bien con las ecuaciones de segundo orden con
coeficientes constantes. No es capaz, sin embargo, de tratar con ecuaciones de
coeficientes variables; en este caso nos devuelve false como respuesta, indicando
que no sabe resolver la ecuacién:
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(%173) ecl9:°diff(x,t,2)+(1-t)*’diff(x,t)-t*x=0;

2

d d
(%073) ﬁm—l—(l—t) (dtx>—tx=()

(%i74) ode2(ec19,x,t);

(%074) false

Para el caso de coeficientes variables, el paquete contrib_ode dispone del
comando odelin, que funciona igual que ode2, pero incorpora rutinas capaces
de tratar con ecuaciones de segundo orden homogéneas con coeficientes variables
(el caso de ecuaciones no homogéneas no esta implementado):

(%i75) odelin(ecl19,x,t);

(%oT75)

...trying factor method...

solving 3 equations in 2 variables

et (G5,

Notese que aqui se ha obtenido una solucién compleja espuria. La funcion real
que nos proporciona odelin, e! es la solucién correcta, como es inmediato
comprobar.

3.2. Sistemas de ecuaciones diferenciales de primer orden

Maxima implementa un algoritmo para resolver sistemas de ecuaciones di-
ferenciales lineales mediante transformadas de Laplace. El comando correspon-
diente es desolve. Este comando presenta algunas diferencias con ode2, la més
importante es que las funciones que intervienen en las ecuaciones se han de de-
clarar con su dependencia en la variable correspondiente; es decir, no se debe
escribir algo como 4y, sino que debe declararse 4y(x) si es que y depende de
z. Las ecuaciones del sistema, naturalmente, se pasan en forma de lista y las
funciones respecto de las cuales queremos resolver el sistema también. Un ejem-
plo aclarara todo esto. Supongamos que queremos resolver el sistema (donde la
variable independiente es t):

' =—x—4y—6t+3
Yy =x+3y+3t
2= —8x + 4y — 2z

Utilizando el comando desolve hariamos:
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(%176) el:’diff (x(t),t)=-x(t)-4*y(t)-6%t+3;

d

(%076) Ex(t):f4y(t)fx(t)76t+3

(h1i77) e2:2diff (y(t),t)=x(t)+3*xy (t)+3*t;

d

(%077) a1 Y

(t) =3y (t) +z(t)+ 3t

(%178) e3:2diff(z(t),t)=-8*x(t)+4*xy(t)-2%z(t);

(%078) %z(t):f2z(t)+4y(t)f8x(t)

(%i79) desolve([el,e2,e3],[x(t),y(t),z(t)1);
(%079)

[w(t) = —dy(0)te’ — 2u(0)te’ — 6te’ + (x(0) + 3)e’ + 6t — 3,
y(t) = 2y(0)te’ + x(0)te’ + 3te’ + y(0)e" — 3¢,
40y(0)te!  20x(0)tet

2(t)
3 3
) t
20te! — (28y(0) + 445(0) + 132)e N
(92(0) + 28y(0) + 442(0) — 111)e=2*
9
30t + 27]

Fijémonos en que la solucion estd expresada en términos de los valores iniciales
x(0), y(0) y z(0). Para sustituir estas constantes por unos valores prefijados,
digamos z(0) = 0, y(0) = 1, 2(0) = —1, podemos utilizar el comando ev, cuya
sintaxis es ev(expr,argl,...,argn), siendo expr la expresiéon en la que se quie-
ren hacer las evaluaciones o sustituciones y argi, i = 1,...,n, (los argumentos)
cualquier regla que determine esas sustituciones: pueden ser asignaciones de va-
riables, ecuaciones, funciones, etc...

En el sistema anterior, con las condiciones iniciales z(0) = 0, y(0) = 1, 2(0) =
—1, harfamos:

(%180) ev(%08,x(0)=0,y(0)=1,2(0)=1);
(%080)
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[z(t) = —10te’ + 3e’ + 6t — 3,
y(t) = 5te' + e — 3t,
100te!  160et  Tde=2t

z(t) = — — — 30t 4+ 27
(t) 3 5 9 ]
Si las condiciones iniciales se conocen de antemano, también podemos pasar-
selas a desolve antes de calcular la solucién general (con lo cual evitamos
que resulte una expresiéon muy larga e inmanejable, pues las condiciones inicia-
les ya estaran evaluadas). Esto se hace con el comando atvalue, en la forma
atvalue (expr,x=a,b), que asigna el valor b a la expresién expr cuando x toma
el valor a.
Por ejemplo, para resolver el sistema

2 =3x+8z+t
Yy =3x—y+62+t¢
2= —2x—5z+t

con las condiciones iniciales

primero declaramos las ecuaciones:

(%hi81) e4d:’diff(x(t),t)=3*x(t)+8*z(t)+t;

(%081) %x(t)zSz(t)—l—?)x(t)—ﬁ—t

(%182) eb:2diff(y(t),t)=3*x(t)-y(t)+6*z(t)+t;

(%082) %y(t):Gz(t)—y(t)+3x(t)+t

(%183) eb:’diff(z(t),t)=-2%x(t)-b*xz(t)+t;

(%083) %z(t)z—Sz(t)—Qx(t)—i—t

Imponemos las condiciones iniciales, con el comando atvalue:

(%i84) atvalue(x(t),t=0,1);

(%o084) 1
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(%185) atvalue(y(t),t=0,1);

(%085) 1

(%186) atvalue(z(t),t=0,1);

(%o086) 1
y finalmente integramos el sistema:

(%i87) desolve([e4,e5,e6],[x(t),y(t),z(t)1);
(%087)

[v(t) =24te " +26e " + 13t — 25,

y(t) =18te " +20e "+ 10t — 19,

z(t)=—12te™ " —10e " — 5t + 11]
Este método tiene la desventaja de que deja fijados los valores de x(0), y(0) y
2(0), de modo que si no nos damos cuenta podemos cometer errores méas adelante

al utilizar x(t), y(t) 6 z(t) como nuevas funciones. Para borrar la asignaciéon que
le hemos dado a la funcion x(t) mediante atvalue, hacemos:

(%i88) remove(x,atvalue);

(%088) done

(%i89) x(0);

(%o089) x (0)

Notemos que escribimos = y no z(t) (esto es asi porque el comando remove
acttia sobre dtomos: el nombre de la funcién z(t), x, es un atomo mientras que
la propia funcién no lo es).

3.3. Ecuaciones lineales de orden n > 2 y coeficientes cons-
tantes

Es sabido que cualquier ecuaciéon diferencial lineal de orden n > 2, como

d"zx dx
an(t)— +-~-+a1(t)E

ar + ao(t)z = b(t),
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puede reducirse a un sistema de ecuaciones de primer orden. Dado que, como
hemos visto, Maxima puede resolver una amplia clase de estos sistemas, es de
esperar que también se puedan resolver ecuaciones diferenciales de orden mayor
que 2.

De hecho, el método estandar para tratar tales ecuaciones es la transformada de
Laplace, que es precisamente el que implementa desolve, asi que lo podremos
usar para integrar ecuaciones diferenciales lineales, con la condicién de que sean
de coeficientes constantes. Como ejemplo, consideremos la ecuacién

Py Py dy

a8 T T T

(%194) ec20:’diff(y(x),x,3)+’diff(y(x),x,2)+’diff (y(x),x)+y(x)-x=0;

(%094)
(%195) desolve(ec20,y(x));
(%095)
sin(@) (v @)| _ +2 (Ey@l,_) +y0) 1)
y(x) = = +
e (dry@| _ +y0)+1)
2 _

2

cos (x) ( ddj y ()
2

rzoiy(O)il) +z—1

De nuevo, vemos que la solucién contiene las condiciones iniciales. La forma de
evaluar estas condiciones una vez que se dispone de la solucién no es sencilla,
debido a la presencia de derivadas. En este caso, es mejor dar las condiciones
iniciales previamente con el comando atvalue, como en la seccién anterior.
Por ejemplo, para resolver la ecuacién y”’ +y” — 2y’ =5 — e® con las condicio-
nes iniciales y(0) = 0 = y'(0), ¥”(0) = 1, procederemos como sigue. Primero,
definimos la ecuacion:

(%196) ec21:’diff(y(x),x,3)+’diff(y(x),x,2)-2%x’diff (y(x),x)=5-exp(x);

(%096) L@+ Ly -2 (jwym)ﬂ—ef

y a continuacién las condiciones iniciales:

(%197) atvalue(’diff(y(x),x,2),x=0,1);
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(%097) 1

(%1198) atvalue(’diff(y(x),x),x=0,0);

(%098) 0

(%199) atvalue(y(x),x=0,0);

(%099) 0
Finalmente, resolvemos la ecuacién:

(%1100) desolve(ec21l,y(x));

(%0100) y(x)=— + i

y simplificamos el resultado:

(%1101) fullratsimp(%);

e 27 (122 — 88) €™ + (90x + 81) €** 4 7)
36

(%0101) y(z)=—

Para evitar problemas si méas tarde usamos el simbolo y para denotar otra
funcién, eliminamos la asignacién hecha con atvalue sobre y y sus derivadas:

(%1102) remove(y,atvalue);

(%0102) done
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4. Teoria de la estabilidad

4.1. Estabilidad segtin Lyapunov y estabilidad asintética

Dado un sistemas de ecuaciones diferenciales (no necesariamente lineales)

x(t) = f(x,1) (2)

denotaremos a sus funciones soluciones por x = (t), x = 1(t), etc. Obviamente,
aqui es x(t) € R", y f: R x R — R".

La solucion x = ¢(t) del sistema (2) se dice que es estable (en sentido Lyapunouv)
si y solo si para todo ¢ > 0 existe un d. tal que si otra solucion x = 9 (t) cumple
[le(to) — ¥(to)|| < e (i, en un instante inicial), entonces

llp(t) =@ <&, Vt>to

(i-e, en cualquier otro instante posterior).
Gréficamente, tenemos la siguiente situacion:

En palabras: una solucién es estable si cualquier otra solucién que estd cerca
de ella en un instante inicial, permanece cerca de ella en cualquier instante
posterior (esto no implica que las soluciones converjan, como se aprecia en la
figura una puede oscilar alrededor de la otra, relacionado con esto tenemos la
definicién de estabilidad asintética méas abajo). Por el contrario, si una solucién
es inestable significa que al menos hay otra solucién que inicialmente esta cerca
de ella y al cabo de un cierto tiempo se ha separado tanto como queramos.
Una solucion x = ¢(t) del sistema (2) se dice que es asintdticamente estable
si y s6lo si es estable y, ademaés, existe un § > 0 tal que para toda otra solucién
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x = (t) que cumpla ||p(to) — P (to)]| < d ocurre que

llp(t) =@ = 0, si t —0.

Nuevamente en palabras, una solucién ¢ es estable si (ademas de ser estable)
cualquier otra solucién i que en un cierto instante pase cerca de ella, al hacer
t — 0 se aproxima a ¢ tanto como queramos.

Graficamente:

x

Iy

S Y

-

-~
/\"“‘
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Las correspondientes nociones de estabilidad y estabilidad asintética para una
ecuacion diferencial de orden n, cuya forma general es

™) = f(t,2(t), 2 (t),...,a" "V (¢b),

son las de su sistema de ecuaciones de primer orden asociado, obtenido definien-
do

21(t) := z(t), 22(t) =2’ (t), ..., 2, (t) := 2"V (2),

y que tiene el aspecto

(t) = wa(t),

2
wy(t) = ws(t),

(1) = —ao (a1 () — ar (Oas(t) — - — an_1 (D, (t) + b(0).
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Desde el punto de vista practico, la estabilidad de un sistema reviste una
especial importancia. Por ejemplo, en Fisica las mediciones nunca son exactas,
sino que vienen afectadas por un cierto error. Supongamos que estamos rea-
lizando mediciones sobre un sistema fisico cuya evolucién esta descrita por el
sistema de ecuaciones

{j: =x+vy
y=y.

Este sistema tiene la propiedad de que su tnica solucién con las condiciones
iniciales £(0) = 0, y(0) = 0 es la aplicacion constante igual a (0,0):

(%i1) ecl:?diff(x(t),t)=x(t)+y(t);

(%o1) Lo =y 40

(%i2) ec2:’diff(y(t),t)=y(t);

(%02) % y(t)=y()

(%13) desolve([ecl,ec2], [x(t),y(t)]);

(7003) [z (t) =y (0) te' +2(0) e,y (t) =y (0) €]

(hi4) ev(%,x(0)=0,y(0)=0);

(V004) [z (t) = 0,y (t) = 0]

Supongamos también que nuestros aparatos de medida son tales que tienen un
error del orden de 1073 (por ejemplo, utilizamos una regla cuyas divisiones son
de 1mm). Si en el instante inicial ¢ = 0 medimos z e y obteniendo (2(0),y(0)) =
(0.001,0.001), jqué implicar4 la estabilidad en este caso?. En principio, como el
error de nuestros aparatos es de 1073, las medidas que hemos hecho deberian
expresarse como

((0),y(0)) = (0.001,0.001) + 0.001

y asi se ve mas claro que estas medidas son compatibles tanto con el hecho de
que el sistema se encuentre en el estado (z(0),y(0)) = (0,0) como con el que
se encuentre en el (z(0),y(0)) = (0.002,0.002). La diferencia es que si se da
el primer caso, el sistema permanecera en (0, 0) indefinidamente, segin ( %o04),
mientras que si se da el segundo caso la evolucién del sistema estara regida por la
ecuacion obtenida fijando las condiciones iniciales (z(0),y(0)) = (0.002,0.002):
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(%15) ev(%03,x(0)=0.002,y(0)=0.002);

(%05) [z (t) = 0.002t e’ +0.002 €',y (t) = 0.002 ']

Entonces, si nuestra unidad de medida para x,y es el metro y para ¢ son segun-
dos, al cabo de t = 5 segundos el sistema se encontraré en la posicién

(%i6) float(ev(%ob,t=5));

(%08) [ (5.0) = 1.780957909230919, v (5.0) = .2968263182051532]

Es decir: desde un punto de vista préactico, no podemos asegurar nada sobre
el comportamiento del sistema. El motivo, claramente, es la inestabilidad del
mismo, puesta de manifiesto con el comportamiento de estas dos soluciones.

Nota: Fijémonos en que, por definicién, la estabilidad asintética implica es-
tabilidad, pero el reciproco no es cierto. Un ejemplo trivial lo proporciona la
ecuacion & = 0, cuyas soluciones son de la forma z(t) = k, con k € R cons-
tante. Todas estas soluciones son estables (basta tomar § = € en la definicion),
pero ninguna es asint6ticamente estable (si una solucién ¢(t) corresponde a ky
y otra ¥(t) a ko, siempre se mantienen a una distancia ||p(¢) — ¢ (¢)|| = |k1 —k2|).

Si el sistema (2) es tal que el miembro derecho no depende explicitamente de
t, esto es, x(t) = f(x), se dice que el sistema es auténomo. Se llaman entonces
soluciones de equilibrio a las funciones constantes x(t) = x*, donde x* es una
soluciéon a la ecuacion f(x) = 0. Veamos un ejemplo: se trata de estudiar la
estabilidad de la solucién de equilibrio 2 = 0 a la ecuaciéon @ = 22 (ésta es la
tnica solucion de equlibrio de este sistema). Segun acabamos de ver, la estabi-
lidad significa que soluciones ¢(t) cuya grafica esta en algin momento ty cerca
del eje de abcisas © = 0, permaneceran cerca del mismo para valores de ¢ muy
alejados de tg (si es con t < tg se dice que hay estabilidad por la izquierda, y si
es con t > tg, que hay estabilidad por la derecha. “Estabilidad” sin maés significa
estabilidad por la izquierda y por la derecha).
Calculamos con Maxima la solucién general de esta ecuacion:

(5i7) ode2(’diff(x,t)=x"2,x%,t);

(%oT) Lt e

8

(%i8) solve(%,x);

(%08) [r = ]
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A continuacién, representamos algunas de estas soluciones (para los valores
de la constante de integracion ¢ € {—1,-1/2,0,1/2,1} y sobre el intervalo
[—1.5,1.5)):

(%i9) wxplot2d(makelist(-1/(t+(i/2)),i,-2,2),[t,-1.5,1.51);

(%09)

15688 T T T

—17¢t-1) ——

—1/{t-1/2) ——

1t ——
—1/(t#1/2}

-1/{t+1} ——
ia68 1

568 - 1

=588 T

-ia68 1

-1588 L L L L
-1.5 -1 -8.5 a 8.5 1 1.5

t

Si quisiéramos guardar la imagen que genera gnuplot, hariamos (este comando
guarda la imagen con formato PNG (Portable Network Graphics) y el nombre
inestable.png):

(%110) plot2d(

makelist (-1/(t+(1/2)),1,-2,2),

[t,-1.5,1.5],

[gnuplot_preamble, "set terminal png; set output ’inestable.png’']
)$

A la vista del grafico, resulta claro que x = 0 no es estable: hay soluciones
que estan cerca de ella casi para cualquier valor de ¢, pero de repente “explo-
tan” en una singularidad y se van a infinito (las funciones elegidas tienen sus
singularidades en los puntos ¢ = j:%)

Otro ejemplo. Vamos a estudiar graficamente la estabilidad de la solucién de
equilibrio # = 1 de la ecuacion & = 1—2? (esta ecuacion admite dos soluciones de

equilibrio: x = +1). Comenzamos pidiéndole a Maxima que resuelva la ecuacion:

(%111) ode2(’diff(x,t)=1-x"2,%,t);
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log(z+1) —log (x—1)
2

(%o11) =t+ %c

Notemos que = = 1 es una solucién singular de la ecuacién, que no esta con-
tenida en esta férmula (si tratamos de imponer la condicién inicial © = 1 para

t = 0, Maxima se quejard de que aparece log(0), jpor qué?).

Queremos ver qué ocurre con soluciones a la ecuaciéon que estén cerca del eje
horizontal x = 1. Para ello, vamos a considerar algunas soluciones cuyas con-
diciones iniciales sean tales que en ¢ = 1 estén cerca de x = 1; por ejemplo,

tomaremos las soluciones que en t = 1 valen 1.01, 1.001 y 1.0001:

(%i12) makelist(ic1l(%ol1l,t=1,x=1+10~(-1i)),i,2,4);
(%012)

[log (z+1) —log (x —1) _ 2t+1log(100) + log (%55) —2
2 2

)

log (x +1) —log(z — 1) _ 2t+log (1000) + log ($555) — 2
2 a 2 ’
log(z+1) —log(z —1) 2+ log (10000) + log (2555) — 2}
2 N 2
(%113) logcontract(%012);

(%013)

log (%) 2t +log (201) — 2

2 2 ’
z—1
log (m) 2t +1log (2001) — 2
2 B 2 ’
z—1
log (m) _ 2t+log (20001) ~2,
2 B 2
Aqui se ve claramente que la estructura de estas soluciones es una ecuacion del
tipo
vl (—2t —log(2-10° + 1) + 2)
= exp(—2t — log(2 -
11 p g )

que podemos pedirle a Maxima que nos resuelva:

(%114) solve((x-1)/(x+1)=exp(-2*t-log(2*(10~1)+1)+2),x);

20 +210° 41
%014 =_ ,
(%e014) =TT

Con esto, ya podemos representar graficamente estas soluciones cercanas a la

z=1:
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(%115) wxplot2d(
makelist (-(%e~(2-2%t)+2x10~1i+1)/ (Ye~ (2-2%t)-2%10"i-1),1,2,4),
[t,0,61);

(%015)

1.688 T T

(ZHen(2-2%1)-201)/ (Xe™{2-2%t }-281}
{=Xe"~{2=2xt}=-20801)/{X¥e"{2-2xt)-2001}
(-%e~(2-2%t)-20081)/ (Xe~(2-2*t)-20001) ——

1.685

Se ve claramente que a partir de 6 = 0.01 (es decir, valores § < 0.01), las fun-
ciones se aproximan muy rapidamente a z = 1. Segtn la definicién es, pues, una
solucién asintéticamente estable.

Como ejercicio, el lector puede estudiar de qué tipo es la otra solucién de equi-
librio de este sistema, x = —1.

4.2. Estabilidad de soluciones de sistemas lineales

En esta secciéon, particularizaremos el estudio a los sistemas lineales. En este
caso, (2) se escribe como

x(t) = A()x(t) + (1), (4)

donde x(t) € R™ para cada t € [to,t1] y A(t) € Mat,xn(R).

Las soluciones a (4) no forman un espacio vectorial (esto es, la suma de solucio-
nes y el producto de una solucién por un escalar no son soluciones, en general).
Sin embargo, la diferencia de dos soluciones si es una solucién, lo que se traduce
en que éstas tienen estructura de espacio afin (de hecho, n—dimensional). Como
consecuencia de esta propiedad, es inmediato el siguiente resultado:
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Teorema. Una solucidn x = p(t) del sistema lineal (4) es estable (respectiva-
mente, asintéticamente estable) si y sélo si la solucion trivial x = 0 del sistema
homogéneo asociado

x(t) = A(t)x(t)

es estable (respectivamente, asintélicamente estable).

Nota importante: Como consecuencia de este resultado, la estabilidad o
estabilidad asintotica de un sistema lineal es una caracteristica propia del siste-
ma: o todas las soluciones son estables o no lo es ninguna. Asi, diremos que un
sistema es estable si lo son todas sus soluciones, e inestable en caso contrario.

Otra consecuencia es que el estudio de la estabilidad de un sistema no homo-
géneo se reduce al estudio de la estabilidad del sistema homogéneo asociado. De
hecho, si el sistema homogéneo es tal que la matriz A cumple que det(A(t)) # 0
para todo t, entonces todo se reduce a estudiar la estabilidad de la tnica solucién
de equilibrio x = 0.

El problema de todo esto es que los criterios de estabilidad que existen
para este caso se dan en términos de una matriz fundamental del sistema, para
obtener la cual no hay métodos generales. Unicamente en casos especiales (como
A(t) = A una matriz constante, que veremos més adelante) se pueden dar
resultados méas concretos, referidos directamente a la matriz A.

Quizas el resultado mas sencillo a este respecto sea el siguiente.

Teorema. Si todas las soluciones de un sistema lineal
x(t) = A(t)x(t) + b(t)
son acotadas, entonces el sistema es estable.
Como ejemplo, consideremos el sistema bidimensional
{55 =y + cos(t)
¥ = —x + sin(t).
Resolviéndolo mediante desolve:

(%i16) desolve(
[7diff (x(t),t)=y(t)+cos(t), ’diff(y(t),t)=-x(t)+sin(t)], [x(t),y(t)]
s

(%o016)
[ (t) = (y(0)+ 1) sin(t) +x(0) cos(t),y (t) =y (0) cos (t) —x (0) sin ()]

Dado que |sin(t)], | cos(t)| < 1, aplicando la desigualdad triangular se obtiene la
acotacion (para cada curva solucion que pasa por un punto (z(0),y(0))):

[z(8)] < |y(0) + 1] + |z(0)]
ly(®)] < ly(0)] + [(0)]

por lo que el sistema es estable.
Senalemos, sin embargo, la limitacién de este criterio: s6lo nos habla de estabi-
lidad cuando lo importante, en al prictica, es la estabilidad asintética.
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4.3. Estabilidad de sistemas lineales auténomos

Consideraremos en esta seccién el caso en que la matriz de coeficientes A no
depende del pardametro t. En este caso, se tiene un sistema auténomo.
Como ya se ha sefialado, para este caso particular si es posible enunciar resul-
tados sobre la estabilidad del sistema que s6lo hacen referencia a la matriz A.
El més habitual de éstos es el siguiente.

Teorema. Sea el sistema lineal auténomo
x(t) = Ax(t) + b(t).
FEntonces:

(a) FEl sistema es asintéticamente estable si y sdlo si los valores propios de la
matriz A tienen todos parte real estrictamente negativa.

(b) El sistema es estable si y solo existen valores propios de A con parte real nula
(es decir, imaginarios puros), siendo todos ellos raices simples del polinomio
minimo anulador de A, y los restantes (si existen) tienen parte real negativa.

(c) El sistema es inestable en otro caso.

Nota importante: Fijémonos en que si se da el supuesto (b), por (a) el
sistema es estable pero nunca asintéticamente estable.

En el enunciado del teorema, aparece el polinomio minimo de A (no su
polinomio caracteristico). Recordemos que éste es el (Gnico) polinomio ménico
ma(z) = 2" +c,_12" L+ + 12 + ¢o de menor grado tal que A satisface su
ecuacion asociada, esto es, m4(A) = 0. Por el Teorema de Cayley-Hamilton, el
polinomio minimo siempre es un divisor del caracteristico. Se cumple, pues, que
si el polinomio caracteristico de A es de laforma x 4(z) = (x—=X)™ - - (=)™
entonces ma(z) = (x — A)™ -+ - (x — A\g)™* para ciertos naturales 1 < my; < n,.
Es util saber que si todas las raices del polinomio caracteristico son simples,
entonces ya(xz) = ma(x).

Veamos un ejemplo. Estudiemos en funcion del pardmetro a € R la estabili-
dad del sistema diferencial x(¢) = Ax(t) + b(t), donde

3—a 2 1
A= -3 —(2+4a) O
a—3 a—3 —4

(%117) A:matrix([3-a,2,1],[-3,-(2+a),0],[a-3,a-3,-4]);

3—a 2 1
(%017) -3 —a—-2 0
a—3 a—3 —4

Para estudiar los invariantes algebraicos de una matriz, conviene cargar el pa-
quete eigen:
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(%118) load(eigen)$
El polinomio caracteristico x 4(z), por ejemplo, se obtiene haciendo:

(%119) charpoly(A,x);

(%019)
(—x—4) (—z—a—2)(—z—a+3)—(a—3) (—x —a—2)4+6 (—z —4)—3 (a — 3)

(%120) factor(%);

(%020) —(z+3) (z+a—-1) (z+a+1)
donde se ve claramente que los valores propios son \y = =3, o = 1 —ay
A3 = —(1 + a), todos ellos simples (por lo que en este caso son también las

raices del polinomio minimo). Una vez que se tiene definida una matriz como la
A, el calculo de los valores y vectores propios se puede hacer de forma directa.
El comando eigenvectors nos devuelve una “lista de listas”, donde la primera
lista contiene los valores propios con sus multiplicidades y la segunda lista nos
da los vectores propios correspondientes. El comando eigenvalues nos da una
lista con los valores propios y otra lista con sus correspondientes multiplicidades:

(%i21) eigenvalues(A);

(%021) (-3, —a—1,1—a],[1,1,1]],

resultado que coincide con el que ya habiamos obtenido calculando el polinomio
caracteristico.

En este caso es x4(z) = ma(x), pero en general podemos calcular el polinomio
minimo sin calculos previos, cargando el paquete diag que contiene los comandos
jordan y minimalPoly. Combinados, obtenemos el polinomio minimo:

(%122) load(diag)$
(%123) minimalPoly(jordan(4));

(%023) (z+3)(x+a—1)(x+a+1)

Veamos ahora cudndo se da la estabilidad asintética. Para ello, los tres valores
propios deben ser estrictamente negativos. Como \; = —3 cumple esta condi-
cion, sélo debemos averiguar cuando ocurre que Ag =1 —ay A3 = —(1 +a) son

estrictamente negativos.

Para resolver inecuaciones, podemos recurrir al comando fourier_elim, car-
gando el paquete con el mismo nombre. Las desigualdades se pasan como una
lista y en otra lista se dan las variables independientes:
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(%i24) load(fourier_elim)$

(%125) fourier_elim([1-a<0,-1-a<0],[al);

(%025) [1< a

Asi, para 1 < a tenemos estabilidad asintotica.
Para estudiar la estabilidad, debemos admitir la posibilidad de que haya valores
propios con parte real nula. En nuestro caso, esto sélo puede darse si 1 —a =0

6 —(1+a) = 0, es decir, cuando a = 1 6 a = —1. El segundo caso conduce
a Ay =2 > 0y, por tanto, a un sistema inestable. En el primer caso, resulta
A2 =0y A3 = —2, con lo que estamos en el supuesto (b) del teorema y hay

estabilidad (pero no asintética). Para resumir:
1. FEl sistema es asintoticamente estable si a > 1.
2. El sistema es estable si a = 1.
3. El sistema es inestable si a < 1.

Nota: Antes de que se generalizase el uso de equipos de computo, se dedicd
mucho esfuerzo a encontrar criterios para saber cuando las raices de un poli-
nomio dado tenian parte real negativa. Uno de estos resultados se cita en la
literatura con mucha frecuencia: el Teorema de Routh-Hurwitz. Sin embargo,
las posibilidades de un sistema de algebra computacional como Maxima, su-
madas a la potencia de calculo de cualquier computadora de sobremesa actual,
hacen que tales criterios sean cada vez menos utiles desde el punto de vista
practico (aunque mantienen su interés tedrico). Por ejemplo, en caso de que
eigenvalues no nos devuelva los resultados en una forma “tratable”, podemos
calcular las raices de cualquier polinomio numéricamente de manera casi inme-
diata y con una aproximacién muy buena con el comando allroots, o bien con
el realroots si s6lo nos interesan las raices reales. Por esta razén, no trataremos
estos resultados aqui.
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5. Clasificaciéon de 6rbitas en sistemas auténomos
planos

Como se sabe del Algebra Lineal, dada una matriz cualquiera (con coeficien-
tes en un cuerpo K)

air a2 A1n
A= a21 422 a2n
an1 an2 Ann

siempre se puede poner en una forma més simple, diagonal o casi diagonal,
mediante una transformacién de semejanza A — PT AP. La matriz de paso P
se obtiene a partir de un estudio de los valores y vectores propios de A.

Ahora bien, en el caso de una matriz real 2 x 2,

a b
c d
los valores y vectores propios resultan de la ecuacion del polinomio caracteristico,

que en este caso se puede calcular como:

(%i1) A:matrix([a,bl,[c,d]l);

(%o1) (i Z)

(%12) load(nchrpl)$
(%13) %chi (?A)=ncharpoly(A,%lambda);

(%03) X(A)=ad+ X (—=d—a)—bc+ )\

En esta expresion, reconocemos la traza de A, tr(A) = a + d y su determinante
det(A) = ad — be, de modo que

X(A) = A2 —tr(A)\ + det(A).

No es de extranar, entonces, que la forma “canénica” que adopte A dependa de
los valores de tr(A) y det(A).

Por ejemplo, se sabe (de nuevo del curso de Algebra Lineal) que si los valores
propios son reales y distintos A\; # A, entonces la matriz A se puede transfor-
mar mediante una semejanza P (cuyas columnas son precisamente los vectores

propios) en la matriz
A0
( 0 >\2> (5)
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Las condiciones para que esto suceda consisten en que el discriminante del po-
linomio caracteristico sea estrictamente positivo, esto es, que sea

tr(A)? — 4det(A) > 0.

Esto es lo mismo que decir que el punto en el plano dado por (tr(A),det(A4))

esta por debajo de la parabola det(A) = Ltr(A)2. De hecho, se tiene la siguiente

informacién algebraica sobre los valores propios:

1. Si tr(A)? — 4det(A) > 0 (puntos por debajo de la pardbola det(A4) =
1tr(A)?), entonces A, A2 son reales y distintos.

2. Si tr(A)2 — 4det(A) = 0 (puntos sobre la parabola det(A) = ltr(4)?),
entonces \; = Ay € R

3. Si tr(A4)% — 4det(A) < 0 (puntos por encima de la pardbola det(A4) =
%tr(A)Q), A1, Ao son complejos conjugados.

Nota: Fijémonos también en lo siguiente. Expresando el polinomio caracteris-
tico como producto de monomios (A — );), resulta

(%14) expand((%lambda -%lambdal1])*(%lambda -%lambdal2]));

(%04) A= XA =AM A+ A
y comparando con (%o3), vemos que
tr(A) = A\ + Ag, det(A) = A .
Consideremos ahora un sistema lineal auténomo de ecuaciones en el plano
%(t) = Ax(1) (6)

(con x = (z,y) funcién vectorial) y veamos como clasificar el comportamiento
de sus soluciones (u orbitas) en funcién de la matriz A.

Estas soluciones son curvas paramétricas x = z(t), y = y(t), pero a nosotros
nos va a interesar su forma explicita y = y(z) en el plano, obtenida eliminando
t en las ecuaciones paramétricas (se habla entonces de y = y(z) como de una
orbita en el plano de fases (z,y)).t

! Consideremos un sistema fisico auténomo descrito por una ecuacién diferencial de segundo
orden, como la de Newton, #(t) = F(x, ). Por el teorema de existencia y unicidad de soluciones
al problema d Cauchy, la evolucién del sistema queda determinada una vez que se da un par
de valores (condiciones iniciales) (zo,%0); es por esto que al plano con coordenadas (z, ) se
le llama espacio de estados o espacio de fases del sistema. Como ya sabemos, una ecuaciéon
de segundo orden es equivalente a un sistema de dos ecuaciones de primer orden; en este caso
las ecuaciones serian ¢ = y, y = F(x,y), cuyas soluciones son curvas paramétricas en el plano
de fases.
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5.1. Caso det(A) <0

Aqui es A1 A2 < 0, por lo que los valores propios de A son reales y distintos

(de signo contrario). Dado que uno de ellos siempre es (real) positivo la solucion
nula (y, por tanto, el sistema) es inestable.
Para representar las 6rbitas, nada mejor que resolver explicitamente el sistema.
Supondremos los indices asignados de manera que \; < 0 < Ay. Como ya hemos
comentado, la matriz A puede expresarse mediante una semejanza en la forma
(5) y entonces la solucién al sistema de ecuaciones (6) viene dada por:

(%15) eql:’diff (x(t),t)=Ylambdal[1]*x(t);

a4
at”
(%16) eq2:°diff(y(t),t)=Vlambdal[1]*y(t);

(%o5) () = M (1)

da
at?
(%17) desolve(leql,eq2], [x(t),y(t)]1);

(%o06) (t)=Xy()

(%07) [z (t) = 2 (0) M,y (1) = y (0) ]

Esta es la solucién paramétrica. Para obtener la solucién explicita, despejamos
t de ambas funciones e igualamos los resultados, despejando y de la ecuaciéon
resultante:

(%18) solve(x=x[0]*exp(¥lambdal[1]*t),t);

(%608) t= ZOQA@]

(%19) solve(y=y[0]*exp(¥lambdal[2]*t),t);

(%609) t= log/\(;%)]

(%110) radcan(
solve (log(x/x[0])*}lambda[2]/%lambdal[1]=1og(y/y[0]),y)
)
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(%o10) =02

Escrito de una forma un poco més elegante, esto es

y=m(;>h (7)

Este caso se denomina punto de silla.
Por ejemplo, consideremos el sistema

T =3x—2y
y=4x — 3y
Los valores propios de su matriz de coeficientes los podemos calcular con el

comando eigenvalues:

(%111) eigenvalues(matrix([3,-21,[4,-3]1));

(%011) [[_171]7[171]]
Luego A1 = —1, Ao = 1. Las 6rbitas del sistema en el plano de fases, segun
hemos visto, vienen dadas por (7) que en este caso se reduce a
Zo
Y=Y (*)
T

Esta es la ecuacién de las orbitas para el sistema expresado en forma canonica.
El sistema original tiene el mismo comportamiento cualitativo, pero las 6rbitas
se transforman mediante la matriz P de paso (en general, las 6rbitas del sistema
en forma canonica y las del sistema original difieren en rotaciones y homotecias).
Para representar las érbitas, utilizaremos el paquete plotdf:

(%112) load(plotdf)$

Una vez que tenemos el paquete cargado, representamos el sistema introduciendo
dnicamente el miembro derecho de su ecuacion en forma de lista. En el grafico
que aparece, al hacer pulsar con el botén izquierdo del ratén en un punto (zo, yo),
automaticamente se dibuja la (inica) érbita que tiene ese punto como condicion
inicial. Por ejemplo, las érbitas del sistema canénico son:

(%i13) plotdf([-x,yl);
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-1'.*

[]

(%013)

Y las del sistema original:

(%114) plotdf ([3*x-2%y,4*x-3*yl);

NNNNNANNN
NN NNNNN
NS N NN NN NN
/.,.,/f//////

NN
NN
NN ,
NONNONON NN ,4,,/ N Yo -

NONNN N NN NN f,.,,/,_, /_,,.m

iy

(%013)

Caso tr(A)? > 4det(A) > 0
Aqui, los valores propios son reales no nulos, distintos y tienen el mismo

signo: A1 - A2 > 0. Por tanto, habra un caso asintéticamente estable (cuando

5.2.
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A1, A2 < 0) y otro inestable (cuando A1, Ay > 0).
El analisis de las soluciones explicitas es exactamente el mismo de antes (ya

que los valores propios son reales distintos, la matriz es diagonalizable). Lo que

cambia es que ahora el factor i—f es positivo y que el comportamiento cualitativo

es distinto si A1, Ao <06 A1, Ay > 0.
Veamos un ejemplo de cada caso. El primero es el sistema

T=1y
y=-2%xx+3x%xy

(%115) eigenvalues (matrix([0,1],[-2,3]));

(%015) [[1,2],[1,1]]

Sus valores propios son, pues, Ay = 1 y Ay = 2, ambos positivos. La solucién
explicita, obtenida sustituyendo valores en (7), es

2
x
Y=Y ()
Zo
que es una coleccién de parabolas. Representamos las 6rbitas, primero del sis-

tema en forma candnica (diagonalizado):

(%i16) plotdf([x,2*y]l);

NN NN VY s S
NN NN N v s S
NNNANWN N v s s s
N S Y N N T B Y S R
N N S T T A S R R R R
—_ e v w "ﬂ._ \ v 2 '.’-. e P
= .*—..:““..}:"‘--.'.'.':_% N é A —
e -.f, -/ .r" i Y ‘a. . "\-_ — e e
A & A I S NN NN
NV A T A R N NN
N A A O N
A o L T
S L PV VAN N NN

(%o016)

y después del sitema original:
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(%i17) plotdf ([y,-2*x+3*yl);

A S A A VA AV A I -
ot p oy s s s PR
[ FA Y S / N .
I A N R AV A N P R
! ! t ! L 7 ’ et N
I N S
oo g Vo by
oot o R
i ".'_‘ 5 " : ..‘, J' ! | ‘! !
L = o S --, P p ;4 { / J'. J' ‘r
I A A A RV S A/ B A T R B
- - A A A Y
.o A A B A B
o v AR I,

(%017)

Este tipo de sistemas se denominan nodos inestables.
Veamos ahora un ejemplo de sistema con dos valores propios negativos:

T =—y
Yy=2+xx—3xy

(%119) eigenvalues(matrix([0,-1],[2,-31));

(%019) [[-2,-1],[1,1]]

Orbitas del sistema diagonalizado:

(%i20) plotdf ([-2*x,-y1);
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Y del sistema original:

(%i21) plotdf ([-y,2%x-3%y]);

T

P

P T e

-
e

(%021)

Estos sistemas se denominan nodos estables.
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5.3. Caso tr(A)? = 4det(A) > 0

En este caso, los valores propios son reales e iguales Ay = Ay = A € R. Como
antes, se tendra estabilidad asintética si A < 0 o bien inestabilidad si A > 0.
Hay dos subcasos posibles.

5.3.1. Caso diagonalizable

Si la matriz A s6lo posee un valor propio doble A, puede que sea diago-
nalizable o que no. Si es diagonalizable, existe una matriz P que la pasa a la

forma
A0
0 A

Las soluciones (triviales) al sistema que determina A son semirrectas que parten
del origen (no contienen al origen, sin embargo, que es un punto singular).
Debido a la representacion grafica de las orbitas (aqui en el caso A = 1):

(%i22) plotdf([x,y1);

SN N NN AW b s oS s
NSO N N N Wwof s s s
N N T (A i
R N N R
— ‘m_'&"'\__ ‘:" % i .z“- e '/-‘ e
I s
— e e S,
.-fﬁ-.-f‘:.—-.' -~ ..f"j d1 % \_-":\! “H_'m_,‘ —

= -.f-'-/_.-"z i \.'z_\‘ N
R A A I N N
Oy A NN S
N7 77 7 111 VIV N NN N,
(%022) .~ S ! \ R .

Estos sistemas se llaman nodos estrella (estables si A > 0 e inestables si A < 0).
Un ejemplo de nodo estrella estable lo proporciona el sistema (ya en forma

diagonal):
T =-x
y=-y
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5.3.2. Caso no diagonalizable

Puede ocurrir que A admita un valor propio doble pero que no sea diagona-
lizable. En ese caso, siempre existe una matriz de paso P que la convierte a la

forma casi-diagonal
Al
(5 3) ®
En este caso, Maxima puede encontrar la solucién explicita procediendo como

hicimos antes:

(%123) ecl:’diff(x(t),t)=Vlambdaxx(t)+y(t);

( %023) —z(t)=y @)+ Az (t)

(V6024) —y () =2y ()

(%i25) desolve([ecl,ec2], [x(t),y(t)]1);

(%025) () =y (0) teM +2(0) >y (t) =y (0) ]

(%126) solve(x=(y[0]*t+x[0])*exp (Y lambda*t),t);

(%026) [t=- ]

(%127) solve(y=y[0]*exp(%lambda*t),t);

log | £

( %027) [t = (yo)]
A

(%1i28) solve(

log(y/y[01)=

-%lambda* (%e~ (-%lambda*t) * (x[0] *%e~ (4lambdax*t) -x)) /y[0],y

)
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re=Ata @A

(%028) [y =ype o vo ]
Los sistemas de este tipo se denominan nodos impropios (o nodos de tangente

simple).
Un ejemplo de esta situacién lo proporciona el sistema

T=y
y=-—x+2

Su matriz de coeficientes no es diagonalizable, pero se puede pasar a la forma
canodnica (8). Maxima nos lo muestra con los comandos jordan y dispJordan,

del paquete diag:

(%129) load(diag)$
(%i30) jordan(matrix([0,1]1,[-1,21));

(%030) (1, 2]]

(%i31) dispJordan(%);
(%031)

o 1)

La representacion de las érbitas del sistema en forma canoénica es:

(%132) plotdf ([x+y,y1);

Va
/
e
A s

T L

:___,-. e

‘hhr!'lgﬂlll\\\,\\\\
_.».-'/J,!'Jl\'\}\\\‘\

—
e

(%032)
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Y la del sistema en su forma original:

(%133) plotdf(ly,-x+2*y]l);
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1 ’ / / ¢t ;'-'/ A T
Pt S S NSRS
b [t ! ’ oLy
t § ; i i } i i
LN N O Y
- e e e LY { .{. / / /
i PR A A
R A A R Y A /o
A A VR S /
< L L LS S LS

( %033)
Este era un caso inestable. El caso estable (A < 0) es idéntico, salvo porque las

orbitas se dirigen al origen en lugar de alejarse.

Nota: No estamos haciendo mencién de los casos degenerados, en los que unos
de los valores propios es nulo. El lector puede estudiar facilmente estos casos
triviales, observando que conducen a érbitas situadas sobre los ejes coordenados

en los sistemas candénicos.

5.4. Caso tr(A)? < 4det(A), det(A) >0

En este caso, los valores propios son numeros complejos conjugados, \;
a—+biy Ao =a—bi (con b#0). De acuerdo con lo que ya sabemos, el sistema
serd asintoticamente estable si a < 0 e inestable si a > 0. Si a = 0 hay estabili-

dad, pero no asintética.
Recurriendo a la forma compleja (o complejificacion) de la matriz A de coefi-

cientes del sistema, siempre se puede encontrar una matriz de paso P tal que A

se transforma en
a —b
b a

Maxima resuelve facilmente el sistema de ecuaciones diferenciales asociado:

(%134) eql:’diff(x(t),t)=a*x(t)-bxy(t);
(%034) Ew(t):ax(t)—by(t)
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(%135) eq2:’°diff(y(t),t)=b*x(t)+a*xy(t);
d
(%035) Ly =ay(t)+ba )

(%136) assume(notequal(b,0));

(%036) [notequal (b,0)]

(%i37) radcan(desolve([eql,eq2], [x(t),y(t)]1));
(%037)

[z (t) = 2 (0) e’ cos (bt) —y (0) e** sin (bt),
y(t) = 2 (0) €' sin (bt) + y (0) e** cos (bt)]

Aqui también habra que distinguir casos.

5.4.1. Casoa=0

Los valores propios son imaginarios puros +bi. Las soluciones entonces son
(%i38) subst(a=0,%);
(%038)
[z (t) =2 (0) cos (bt) —y(0) sin(bt),y(t) =z (0) sin (bt) +y (0) cos (bt)]

La representacion grafica de las orbitas tipicamente proporciona elipses. Este
tipo de sistemas se denominan centros.
Por ejemplo, consideremos el sistema

T=x42y
y=-x-y
Calculamos los valores propios:

(%139) eigenvalues(matrix([1,2],[-1,-1]1));

(%039> [[_iai]7 [Llﬂ
Por tanto, b = 1. Las soluciones del sistema vienen dadas por

(%139) subst(b=1,%038);
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(%09) [z (t) = 2 (0) cos (t) =y (0) sin (t),y (t) = 2 (0) sin (t) +y (0) cos (¢)]

Ahora, podemos obtener la representacion grafica de las érbitas en el plano de
fases. Primero, las del sistema en forma canodnica:

(%140) plotdf([-y,x1);

=

e
y

ST
NN T
WA NS

(%040)
Y las del sistema original:
(%i41) plotdf ([x+2*y,-x-y1);
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T e — ~ ~
¢ = ~ ~
"‘\ ! (” -~~~
AN \\\ N % - ~ o~
. NN L - - -
~ ':\"-:: h . NN
S ™ “‘»II""“-'.-:‘_E "“*'«-.“ I v 5 \\ ~
NN N N N TR STl = e L . N .
I T ':""t_-.._ ::h.."_'““.: - "’}‘
B e U ‘-q-.‘-‘--. . SO SE=
Tl T T Tl el el e e e e e el e
B

(%041)

Gréficamente se aprecia con toda claridad que el sistema es estable pero no
asintéticamente estable.
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5.4.2, Casoa#0

Ahora, los valores propios son a £ bi. Ambos casos son iguales, salvo un

cambio de signo y el correspondiente cambio en la orientacion de las orbitas
(que siguen siendo las mismas como conjuntos de puntos).

Un ejemplo en el que la parte real es a > 0 estd dado por el sistema

T =2x+ 2y
j=—a

(%142) eigenvalues(matrix([2,2],[-1,01));

(%042) [1—4,¢+1],[1,1]]

Asi, a + bi = 1 1. Las 6rbitas del sistema candnico, cuya matriz es
1 -1
1 1

se representan en el siguiente gréafico:

(%i43) plotdf([x-y,x+yl);
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[ N N e
N L S N W S e
(%043) h ) ' : :

Por razones obvias, un sistema de este tipo se denomina un foco o espiral ines-
table. Las orbitas del sistema original son:

(%i44) plotdf ([2*x+2%y,-x]);
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(%o044)

Por dltimo, damos un ejemplo
propios es negativa (con lo cual

de sistema donde la parte real de los valores
el sistema es asintoticamente estable):
T=—2x—2y

y=ux

(%145) eigenvalues (matrix([-2,-2]1,[1,01));

(%045) [—i—1,i—1],[1,1]]

orbitas del sistema en forma canénica:

(%146) plotdf ([-x+y,-x-y1);
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(%o046)

Y del sistema original:
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(%i47) plotdf ([-2*x-2%y,x]);
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Este tipo de sistemas, se conoce con el nombre de focos o espirales estables.
Como resumen de todo lo que hemos visto hasta ahora, tenemos el siguiente

diagrama:

det(A) /]

<)

Focos
estables

Nodos

Centros
estables

Focos @

inestables

det(A)=Tr(A)2/4

Nodos
inestables

Puntos de silla

Tr(A)
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6. Analisis de sistemas no lineales

6.1. El método directo de Lyapunov

Para concretar ideas, consideremos un sistema descrito por las siguientes
ecuaciones en el plano:

{i' = f(xvy)
v =g(z,y)

Si (*,y*) es un punto de equilibrio ocurre que f(z*,y*) =0 = g(«*,y*). Vamos
a estudiar al estabilidad de la solucién constante (x(t),y(t)) = (z*,y*), pero bajo
unas hipoétesis particulares:

1. Supondremos que existe una funcién diferenciable V(x,y) definida en un
entorno de (z*,y*) que toma valores positivos, de manera que su grafica
queda en el semiespacio por encima del plano.

2. Supondremos también que la superficie z = V(x, y) s6lo posee un minimo
y que éste se encuentra precisamente en el punto (z*,y*).

3. Por ultimo, supondremos que la funcién V(z,y) sobre las trayectorias del
sistema diferencial es decreciente, es decir: si z(t) = V(z(t), y(t)),
dz

— < 0.
dt —

Graficamente, la situacién es como en la siguiente figura.

£Z

La ultima de las condiciones anteriores es la mas importante. Significa que si re-
corremos una solucion (z(t), y(t)) del sistema que para t = ¢y pasa por (o, %o),
entonces debemos ir “descendiendo” por la superficie. Por la forma de V(z,y)
ocurre que (z(t),y(t)) debe aproximarse a (z*,y*) y esto, precisamente, es la
condici6n de estabilidad asintética de la solucion de equlibrio en (z*, y*).
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Nota: Aun cuando esta motivacién se ha hecho en un contexto bidimensional,
el método de Lyapunov es aplicable (con las modificaciones obvias) a sistemas
de n ecuaciones.

La principal ventaja del método de Lyapunov es que, cuando se puede encon-
trar la funcién V asegura la estabilidad asintética, ademas de que es aplicable
a sistemas no necesariamente lineales ni auténomos.

A una funcién como la V(x,y) del enunciado se la denomina funcién de Lya-
punov. No existen reglas generales para obtener funciones de Lyapunov en un
problema dado, pero una buena manera de enfocar estos problemas siempre es
tratar de encontrar una V que sea una forma cuadratica de las variables del
problema (en este caso, z e y). Desde el punto de vista fisico, frecuentemente
se interpreta a V' como una cierta “energia potencial” del sistema, por lo que
también es frecuente denotarla por E.

Consideremos, por ejemplo, la (tinica) solucién de equilibrio * = (0,0) del

sistema.
T = —2zy
y=a*—y°

Busquemos, de acuerdo con lo dicho, una funcién en la forma
E(x,y) = ax® + fy*?.

Fijémonos en que tendremos que calcular E(z(t), y(t)), con lo que nos aparece-
ran (al aplicar la regla de la cadena) @ = —2zy, y = 22 — 33 ; asi, declaramos
las dependencias con ¢ y hacemos:

(%i1) depends([x,y],[t]);

(%01) [z (t),y (t)]
(hi2) gradef (x(t),-2*x(t)*xy(t));

(%02) z (1)

(%13) gradef (y(t),x(t)"2-y(t)~3);

(%03) y(t)

(%14) E(x,y) :=%halphax*(x(t))~(2xp)+ibetax(y(t))~(2*q);

(%004) E(z,y) = az ()" + By ()

Ahora, podemos calcular la derivada implicita %:
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(%i5) diff(E(x,y),t);

(%05) 28qy (t)2q_1 (ac (t)2 —y (t)?’) —4dapz (t)2p y (t)

(%16) expand(%);

(%06) ~28qy (17 +28q2 1)y (1> — dapa ()P y (1)
Queremos que sea ‘fl—]f < 0. Como el término 72ﬁqy(t)2q+2 es claramente

definido negativo si 3¢ > 0, debemos preocuparnos por anular el resto, es decir,
debemos tomar unos valores de los pardmetros que hagan cero la expresién

(%i7) a(p,q,%alpha,%beta):=
+2%Ybetaxqrx (t) “2xy (t) ~ (2*q-1) -4x*%alpha*p*xx (t) ~ (2*p) *y (t) ;

(%o7) a(p,q,a,B) = 2ﬂqx(t)2y(t)2q71 - 4apx(t)2py(t)

Teniendo en cuenta al condiciéon 3¢ > 0, por simple inspeccién vemos que la
eleccion p=1=¢q, a = 1, 8 = 2 es acertada (puede haber otras):

(%i8) a(1,1,1,2);

(%08) 0
Sustituyendo en E(z,y), obtenemos la funcién de Lyapunov buscada:

(%19) V(x,y)=subst([p=1,q9=1,%alpha=1,%beta=2],E(x,y));

(7009) V(z,y) =2y (t)* + 2 (1)

(%110) diff(V(x,y),t)=
expand (subst ([p=1,q9=1,%alpha=1,%beta=2],diff (E(x,y),t)));

(%o010) LV (@) = 4y (1)’

Obviamente, hay ocasiones en las que es preciso aplicar mas de un método.
Como muestra, estudiemos el sistema

&= (1-aa®—py*)(2y — 2)
g=—(1-a2®-By’)(z+y)
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tratando de determinar la estabilidad asintética de la solucién nula y la exis-
tencia de valores particulares de o y 8 que hagan que todas las soluciones sean
asintéticamente estables.

Comenzamos observando que para «, 3 = 0 el sistema es lineal:

T=—-x+2y
y=-xr-y
con polinomio minimo dado por:

(%i11) A:matrix([-1,21,[-1,-11);

(%o11) (j _21>

(%112) load(diag)$
(%113) minimalPoly(jordan(4));

(%013) (x—ﬂiﬂ) (x+\/§i+1)

Vemos que las raices son A\; = —1 4+ v/2i, A\ = —1 — v/2i, ambas con parte
real estrictamente negativa, por lo que todas las soluciones son asintéticamente
estables en el caso o, 3 = 0.

Supongamos ahora que «a, 8 # 0. Para estudiar la etabilidad asintética del equi-
librio en (0,0) buscamos una funciéon de Lyapunov, por el procedimiento que ya
hemos descrito:

(%114) depends([x,y]l,[t]1);

(V0014) [z (t),y (1))

(%115) gradef (x(t), (1-%alpha*xx~2-%betaxy~2)* (2*xy(t)-x(t)));

(%o015) x ()

(%116) gradef (y(t),-(1-%alphaxx~2-Ybetaxy~2)*(x(t)+y(t)));

(%016) y(t)

(%117) E(x,y) :=a*(x(t))~(2*p)+b* (y(t)) ~(2*q) ;
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(%017) E(z,y) :=az ()’ + by (t)*?

(%118) diff(E(x,y),t);
(%018)

2bqy(t)2q—1 (y () + (1)) (6y2+a1‘2—1)
+2apz (1770 2y (t) —2 (1) (-By —aa® +1)

Llegados a este punto, lo primero que se nos ocurre es tomar p = 1 = ¢, para
que los términos de la forma zy??~! y 2?’~!y se hagan homogéneos:

(%119) subst([p=1,q9=1],%018);
(%019)

2by (1) (y () +x (1) (By* +aa® —1)
+2azxz(t) 2y () —x(t)) (—ﬁyQ —oza:2—|—1)

Lo siguiente es tratar de cancelar los términos que contienen el producto cruzado
xy, es decir, intentar hacer

2byx(By* + ax — 1) — dazy(By* + ax — 1) = 0.
Claramente, esto se consigue tomando b = 2a. Con esta suposicién, llegamos a:

(%118) factor(subst([b=2*al,%));

(%018) 2a (2y(t)2+x(t)2) (By? +az®—1)

Una region en la que es facil encontrar una funcién de Lyapunov es aquella en
la cual By? +az? — 1 < 0, pues para ello basta con tomar «, 3 < 0. En ese caso,
con cualquier valor a > 0 (y el correspondiente b = 2a) llegamos a una funcion
de Lyapunov; por ejemplo, haciendo b = 2a = 2 y llamando o = — A, § = — B,
con A,B > 0:

(%i19) V(x,y)=subst([b=2,a=1,p=1,9=1]1,E(x,y));

(%019) Viz,y) =2y ) +az(t)?

(%123) ’diff(V,z)=factor(subst([b=2,a=1,%beta=-B,%alpha=-4],%018));
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4

(%023) P

V=_2 (2y(t)2 +x(t)2> (V’B+a*A+1)

Es obvio entonces que V(z,y) > 0y que % < 0, por lo que en la regiéon dada
por a, 8 < 0, la solucién nula es asintéticamente estable. El lector encontrara
instructivo tratar de averiguar qué ocurre si > 0 6 8 > 0 (quizés leyendo las
secciones siguientes).

6.2. La técnica de linealizacién

La habitual fuerza elastica que actia sobre un péndulo viene dada por F, =
—ksin@ (con k > 0) donde 6 es el desplazamiento angular respecto de la posicion
de equilibrio. Un péndulo amortiguado estd sujeto a una fuerza adicional que
es proporcional a la velocidad y que tiende a frenar el movimiento, F, = —af
(con a > 0). De hecho, en esta notaciéon es k = g/l, de modo que aproximando
g = 10ms=2 y [ = 1m, podemos tomar k = 10s~2. Supondremos también que
la masa del péndulo vale 1 y que ajustamos la escala de tiempo de manera
que k = 1. En estas condiciones, la ecuacién de Newton para el péndulo es
simplemente

é+a9+sin9:0,

que puede escribirse, si hacemos 0 = x, § = y, como

{”'?:y . )

Y —ay —sinx

Este es claramente un sistema no lineal, dependiente de un pardmetro a que
es el amortiguamiento. La técnica estandar para tratar tales sistemas consis-
te en estudiar el movimiento alrededor de una posicién de equilibrio viéndolo
como una perturbacion de la solucién correspondiente. Un punto (z., y.) es una
posicién de equilibrio para el sistema

{z) = g(v,y) (10)

si se cumple f(Ze,ye) = 0 = g(x¢,ye)). Se considera entonces un sistema lineal
asociado, obtenido desarrollando por Taylor f y g alrededor de (z., ye):

{ z le(x&ye)(x_xe)+D2f(xe>ye)(y_ye)
y = Dlg(ccs,ye)(l‘ - l‘e) + D29($e,ye)(y - ye)

Fijémonos en que haciendo un cambio de coordenadas

T—=Tet= XY —Ye 2 Y

(5) =t (1) ()

este sistema es
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donde F(z,y) = (f(z,y),9(%,y)) ¥ J@.y)F es su Jacobiano en el punto de
equilibrio (z.,y.). La relacion entre el sistema linealizado (11) y el original (10)
puede describirse como sigue. El punto (x., y.) se dice que es hiperbolico si todos
los valores propios de J(,, ., )F tienen parte real distinta de cero. Entonces, se
tiene:

Teorema (Grossmann-Hartman). Si (z.,y.) es un punto hiperbdlico del sis-
tema no lineal (10), el comportamiento de éste en un entorno de (Te,y.) es
topoldgicamente equivalente al comportamiento del sistema linealizado (11) en
un entorno del origen (0,0).

Esto quiere decir que existe un homeomorfismo que lleva las érbitas del
sistema (10) alrededor del punto (x.,y.) en érbitas del sistema (11) alrededor
del (0,0) y, por tanto, el comportamiento cualitativo de los dos sistemas es el
mismo. Asi pues, esta técnica reduce el estudio de sistemas no lineales al de
sistemas lineales en un entorno del origen. El comportamiento de estos tltimos
va lo hemos analizado en una seccién anterior, por lo que estamos en condiciones
de poder decir algo sobre los sistemas no lineales, como veremos con detalle en
la siguiente subseccion.

6.3. El péndulo amortiguado

Vamos a aplicar estas ideas al péndulo amortiguado (9). En este caso, tene-
mos que f(z,y) =y, g(x,y) = ay + sinz. Las posiciones de equilibrio vienen
dadas por las soluciones a

y=0
—ay —sinz =0 "’

y vamos a considerar, por simplicidad, el comportamiento de este sistema no
lineal alrededor del equilibrio (z.,y.) = (0,0). El primer paso para poder aplicar
el Teorema de Grossmann-Hartman es comprobar que tenemos un punto hiper-
bélico, y para ello Maxima dispone del comando jacobian, que nos devuelve la
matriz Jacobiana de una funcion vectorial como la F(z,y) = (y, —ay — sin(z)):

(%i1) jacobian([y,-a*y-*sin(x)]1, [x,y1);

(%hol)
0 1
—cos(xz) —a

(%12) A:subst([x=0,y=0],%);
(%02)

0 errors, 0 warnings

Calculamos los valores propios:

64



Ecuaciones diferenciales con Maxima

(%1i3) eigenvalues(4);

Va2 —4+a Va2 —4—a
(%03) [[_ ) ]a [17 1]]
2 2
Claramente, el comportamiento del sistema depende de si a < 2 6 a > 2.
Estudiemos el primer caso con el valor particular ¢ = 1 (correspondiente a un

amortiguamiento débil):
(%i4) Al:matrix([0,1],[-1,-1]1);
(%o4)

(%15) eigenvalues(Al);

(%05) [[—ﬁ;+ L \/;);; 1]7 [1,1]]

En este caso, los valores propios tienen parte real negativa, de modo que
las soluciones se van desvaneciendo (aproximandose al valor constante 0) a me-
dida que oscilan. El punto de equilibrio es, pues, un atractor. Podemos verlo
graficamente, para ello, necesitamos cargar primero el paquete plotdf:

(%16) load(plotdf)$
(%i7) plotdf ([y,-x-y1);

I T N T N N NN
R N N N N N VRN
N N N N VL VR R
-~ /: ._-—r..-—--..~_-,_h:‘_ ~— “~ “ \.. \ \ \ \
e e NN N U
J”,'.-" F A - v, \ \ \'_‘\. ‘ \
fr t f ] . . i.'.L | )
LB B (I iy .
AT T S S ¥ oy ,
'\‘\ NN N -
AV W N NN - e L
NONUN NN -
NN YN N -
NONONRN N — I

(%o7)

Veamos qué ocurre si a > 2 (en este caso se dice que el sistema esta sobreamor-

tiguado). Ahora tenemos la matriz
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(%i8) A3:matrix([0,1],[-1,-31);
(%08)

(%i9) eigenvalues(A3);

(7%09) (ERLIRLRINIEY

De nuevo los valores propios tienen parte real negativa, lo cual significa que el
punto de equilibrio es un atractor. Pero en este caso no hay oscilaciones, sino
que se alcanza el equilibrio de manera casi instantanea, esto se ve en el diagrama
de fases porque las trayectorias “no dan vueltas” alrededor del origen, sino que

van directas hacia él.

(%i10) plotdf ([y,-x-3*y1);

T T Y Y O U W U WY
NOONCON NN N N Y Yy
R T T Y Y VO W W S U W
T T T T T A S S N |
-~ N “ \ '.E \ A\ \, \ \ \ " Y
L Sy O T R R TR
. 'N [ T S S T |
t Y tlot [ % \ \_‘f/ . ,
LA T O O el
L T T N N,
L T S O . U U S W Y '-'\ LN
LY S S L N A N S A
LT A U R Y O W W U W N NN
L N A W W N U A W U N N N

(%010)

Para apreciar la complejidad de este sistema, vamos a analizar lo que ocurre
en otro punto de equilibrio del sistema original. Esta vez, consideramos el (, 0).

(%i11) jacobian([y,-a*y-sin(x)],[x,y]);

(%o11)
0 1
—cos(x) —a

0 errors, 0 warnings
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(%i12) B:subst([x=Vpi,y=01,%);
(ho12)

(%i13) eigenvalues(B);

(%o13) (YA VAT

Aqui los valores propios son reales pero de signo contrario. Por tanto, el punto de
equilibrio (7, 0) es un punto de silla: todas las soluciones excepto las separatrices

se alejan del equilibrio:

(%i14) plotdf([y,x-yl1);

AN \.\ NN N N T s e —_ . —
\. NN Y N T T
NN N Y ST N e e .-—“::',¢
\x A N\ \'_ \:'. \-'.‘\ . - = :"“.‘..e“ -
N N i G
4 Y \ it ' \--‘ R R e 2 7
[ N Vi) 2 / ottt
Lo }; o8 -..'x vof 11
4 V s “ -_f_-:.....-—-u..‘_‘: A Y \. % 5 % !
P A A T R T
T N N N N N
.0":;' T s T S ,'\..\_. ,\--\ \ \
I P N T N N N N
N T N N N S SNSRI

(%o014)

Podemos hacer esto de manera mucho maés eficiente aprovechando las ca-

pacidades graficas de Maxima y GNUplot, introduciendo un deslizador (slider)
que modifique los valores del parametro a; de esta forma, se visualiza mucho
mas claramente la dependencia del comportamiento con los pardmetros:

(%115) plotdf([y,-x-axy]l,[x,y], [parameters,"a"],
[sliders,"a=1:3"]);
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Openmath: Plotdf
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7. Métodos numéricos para problemas de valores
iniciales

7.1. Nociones basicas sobre los métodos numéricos

Consideremos el problema de valores iniciales

z(to) = xo (12)

{9'6 = f(t,z), t > to

Utilizaremos la notacién empleada en Fisica, donde un punto sobre una funcién
indica derivacion respecto del tiempo, porque resulta titil pensar en esta ecuacién
como en la descripcién del movimiento de una particula a través de su posicién
x(t) si conocemos su velocidad #(¢). También supondremos que conocemos la
posicién en el instante inicial, esto es, 2:(tg) = xo. Sin pérdida de generalidad,
cuando no se especifique lo contrario supondremos tg = 0.

La idea es calcular un valor aproximado de z(t) en una serie de instantes
to,t1, ..., ty y aproximar la solucién x = z(t) por una funcién interpolante entre
estos nodos aproximados. Si queremos calcular la solucién en un intervalo [tg, T7,
podemos dividirlo en n subintervalos uniformes haciendo

T =ty +nh

donde h es la longitud de cada subintervalo, h = % La tarea consiste entonces
en calcular los valores

z; = x(t;) = z(to + jh).

con j = 1,...,n. Esto lo haremos partiendo del dato inicial 2o = x(t9) (que es
exacto), mediante la solucion aproximada de una secuencia de problemas locales
de valores iniciales definidos en cada intervalo [t;,t;41]:

{’[}j = f(t,vj), t > tj (13)

v;(tj) = x;

Cada uno de estos problemas locales determina una solucién aproximada v;(t)
que pasa por z; en el instante t; y que puede seguirse hasta el instante t;1,
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donde toma el valor v;(t;11).

x=x(t) (solucion exacta)

vJ:vJ(t)
(solucién local

e 18D XG0

vilti,p)

Con el fin de calcular una aproximacién x;, para cada j = 1,...,n, del problema
global (12) basta con resolver aproximadamente cada uno de los problemas lo-
cales (13), mediante algtin algoritmo o férmula que nos proporcione como salida
una aproximacion del valor v;(tj4+1), z;+1, & partir del valor inicial local z; (o
a partir de algunos valores previos xj con k < j).

Hay que hacer notar que los problemas locales (13) no son independientes: la
solucién de cada uno de ellos depende de la solucién hallada para los anteriores,
a través de la condicién inicial x;, y todos dependen del dato inicial global g y
de la formula o algoritmo empleado.

Un método numérico para un problema de valores iniciales consiste en una
férmula que asigna un valor a x; 41 a partir de x;, o de varios xj, con k < j, de
tal manera que estos valores x;,1 aproximen la solucién exacta del problema
aproximado (13), es decir, z;4+1 ~ v;(t;11).

Si la formula es de la forma

Tjit1 = F($j,l‘j+1,...,$j_l) (14)

se dice que el método es explicito. Si la formula no es explicita, es decir, es del
tipo

G(.Z‘j+1,l‘j,...,l‘j_l) ZO, (15)
el método se dice implicito. En este ultimo caso, frecuentemente necesitare-
mos de otra aproximacién (un algoritmo aproximado) para recuperar x;41. Las
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ecuaciones (14), (15) se denominan ecuaciones en diferencias y en el siguiente
apartado veremos como Maxima puede resolverlas de forma exacta en muchos
casos.

Un método se dice unipaso si ;41 solo depende de z; y multipaso en otro caso
(de paso k si zj41 depende de k valores anteriores).

Dado que un método numeérico involucra dos aproximaciones (primero, la del
problema global por una serie de problemas locales; segundo, la de la solucién
exacta de estos problemas locales por una aproximada), tendremos dos tipos de
error. El error local de un método numérico en ¢, se define por:

er(tjr1) = vi(tj41) — zjt1-
Definimos el error global de un método numérico en ¢;41 como

ec(tjr1) = z(tjr1) — 41

Fijémonos en que, por no ser los problemas locales independientes, el error global
no es la suma de los errores locales.

Un método se dice que es consistente si para cada j, 1 (¢;41) tiende a 0
cuando h — 0. Se dice que es convergente en T si eq(t;41) tiende a 0 cuando
h — 0. La consistencia de un método esta relacionada con su precisién; usual-
mente, la consistencia se prueba encontrando un p > 0 tal que O(er) = O(hP).
Este p es el llamado orden local del método y lo normal es que el método se
construya exigiendo que el desarrollo de Taylor de la solucién aproximada que
proporciona coincida con el desarrollo de Taylor hasta orden p de v; en cada ;.
Bajo condiciones muy generales (por ejemplo, que la funcién f(z,t) sea Lips-
chitz), se puede probar que la convergencia implica la consistencia. Lo dificil es
saber qué condiciones deben darse para que la consistencia implique la conver-
gencia; esta condicién adicional es la estabilidad, de modo que podemos esta-
blecer que

consistencia + estabilidad = convergencia.

El orden global s6lo puede definirse cuando el método converge. En la mayoria
de los casos, sin embargo, cuando se da la convergencia se tiene que el orden
global es igual a p — 1.

7.2. El método de Euler

Para ilustrar la forma en que se construyen los métodos numéricos de solucion
de ecuaciones diferenciales, vamos a considerar el caso més sencillo: una ecuacion
de primer orden

= & = f(z,1).

Para obtener los valores z(ty), ..., x(t,) se parte del valor inicial y de una esti-
macion del valor medio de la derivada en cada intervalo [t;,t;41]. Para ello, se
utiliza f(x,t), que da el valor de la derivada en el instante ¢.

El método de Euler proporciona una relacion de recurrencia entre los z(t,) a
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partir de la funcion f(x,t). Se basa en la observacion de que el limite que aparece
en la definicién de la derivada se puede aproximar por un cociente incremental,
si la longitud h es suficientemente pequena.

En efecto, de

2(t, + h) — x(t, , ntl — Tn
() = lim SUn R Z2n) e Tnis =T
h—0 h h—0 h

resulta, si h es pequeno,
Tpt+1l = Ty + hm(tn),

es decir,
Tn+1 =~ Tn + hf(tna mn)~

La ecuacién recurrente
Tn+1 = Tn + hf(tna an)

se toma entonces como una aproximacion, que define el método de Euler. Note-
mos que el conocimiento de la condicion inicial z(tg) = ¢ nos permite utilizar
esta recurrencia para calcular todos los valores x(t,), que es lo que queremos.
Si la longitud h es muy pequeia, el nimero de puntos ¢, y x(t,) es muy grande
y eso nos permitird, por ejemplo, dibujar la grafica de la solucion z(t) con gran
aproximacion.

Vamos a utilizar Maxima para estudiar mediante el método de Euler una ecua-
cion sencilla:

rT=a—x

donde a € R es una cierta constante. Naturalmente, esta ecuacién puede re-
solverse de manera exacta y de hecho por eso la hemos elegido, para poder
comparar los resultados aproximados con los exactos.

Vamos a ver que el método es convergente. Lo haremos viendo explicitamente
que las soluciones aproximadas convergen a la solucién exacta cuando h — 0.
Comenzamos con la ecuacién recursiva, que en este caso es

Tpy1 = Tp + ha —z,) = (1 — h)z, + ha.

Lo que nos interesa no es esta ecuacién en si, sino su solucién; es decir, queremos
tener una expresién para x, en funciéon de xg, h v a, que son los datos de
que disponemos. Para resolver sucesiones recurrentes, en Maxima tenemos el
comando solve rec, que se carga con la orden:

(%i1) load(solve_rec)$;

El uso del comando solve rec es muy sencillo, s6lo hay que darle la recurrencia
e indicarle la variable:

(%12) solve_rec(x[n]l=(1-h)*x[n-1]+h*a, x[nl);

(%02) xn=—a(l—=h)"+ %k (1-h)"+a
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Aqui aparece una constante k. Sustituyendo el valor ¢ = 0, vemos que es pre-
cisamente k1 = xg. Asi, nuestra ecuaciéon basica es

Tn=20(l=h)"—a(l—h)"+a
Supongamos por simplicidad que el intervalo donde estamos considerando la
solucion es del tipo [0,¢], con ¢t > 0. Entonces, serd h = % y sustituyendo nos

queda

t t
Tn=290(1—=)"—a(l——=)"+a
n n

Comprobemos entonces que cuando h — 0, 0 sea n — o0, la solucién converge
a la exacta:

(%13) assume(t>0);

(%03) [t > 0]

(hi4) limit(-a*((1-(t/n)) ) +{(x[01)*((1-(t/n))"n) + a,n,inf);

(%o04) —ae ' H+apet +a

(%1i5) factor(%o4);

(%o05) e ' (ae’ —a+ )

(%16) ode2(’diff(x,t)=a-x,x,t);

(%06) z=e" (ae" + %c)

(41i7) ic1(%o6,t=0,x=x[0]1);

(%0T) z=e" (ae" —a+mz)
Esta solucién exacta coincide plenamente con el limite (%o5) de las solucio-

nes aproximadas. El método de Euler (para la ecuaciéon particular que estamos
considerando) es, pues, convergente.
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7.3. Implementacién del método de Euler

Ahora que conocemos la base del método, su implementacién numérica esta
clara: se trata de crear una variable (una lista) en la que iremos almacenando los
valores de los distintos nodos ¢; y los correspondientes valores z; = x(¢;), para
después representarlos graficamente. Haremos esto para distintos valores de h
cada vez mas pequenos, con el fin de visualizar como las soluciones aproximadas
se acercan a la exacta al hacer h — 0. Los valores elegidos son h = 0.3,0.2,0.1.
También, haremos a = 0.5 y tomaremos el punto inicial z(0) = 1. Al valor
h = 0.3 le corresponde la lista listal, a h = 0.2 la lista2 y a h = 0.1 la
lista3. Notemos también que a medida que hacemos h mas pequeno, hay que
aumentar el nimero de pasos en la recurrencia para cubrir el mismo intervalo
de definicion de la solucion, que aqui tomaremos como t € [0,6], como conse-
cuencia de la relacién 6 = hn. Por ejemplo, con intervalos de longitud A = 0.3
se necesitan 20 iteraciones, pero cuando h = 0.1 es preciso tomar n = 60.

Con estas observaciones en mente, el algoritmo deberfa resultar claro. Comen-
zamos construyendo la solucién aproximada para h = 0.3:

(%i8) h1:0.3;

(%08) 0,3

(%i9) x1[0]:1;

(%09) 1

(%i10) x1[n] := x1[n-1] - hi1*x1[n-1]+(0.5)*h1;

(%010) xl, :=xl,_1 —hlzl,_1 +0,5hl
(%i11) 1listal : makelist([ixh1l, x1[ill, i, O, 20)$
Suprimimos la salida de este comando con el signo $, pues se trata de una lista

enorme.
A continuacién, construimos la solucién para h = 0.2:

(%i12) h2:0.2;

(%012) 0,2

(%i13) x2[0]:1;
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(%013) 1

(hi14) x2[n] := x2[n-1] - h2*x2[n-1]+(0.5)*h2;

(%014) 22, =22, 1 —h2x2,_1+0,5h2
(%115) lista2 : makelist([ix*h2, x2[ill, i, 0, 30)$
Y finalmente para h = 0.1:

(%116) h3:0.1;

(%o0186) 0,1

(%i17) x3[0]:1;

(%017) 1

(%118) x3[n] := x3[n-1] - h3*x3[n-1]1+(0.5)*h3;

(%018) 23, = 131 — h3x3,_1 + 0,5 h3
(%i19) lista3 : makelist([i*h3, x3[i]], i, O, 60)$

Construimos también una lista con los valores que toma la solucién exacta pa-
ra a = 0.5 en los mismos 60 nodos que la solucién con h = 0.3, para poder
representarlas todas juntas y hacer una comparacion grafica:

(%i20) listaex:makelist([n*h3,float(0.5%(1+exp(-n*h3)))],n,0,60)$

Ya estamos en condiciones de representar los datos. Cargamos para ello el pa-
quete draw:

(%i21) load(draw)$

y especificamos las opciones que queremos para el grafico dentro del coman-
do wxdraw2d (existe otro comando draw2d que dibuja el gréfico fuera de la
ventana de Maxima, en el graficador Gnuplot. El comando wxdraw2d embebe
el gréfico dentro de la sesién de Maxima). Estas opciones son, por ejemplo,
que en cada serie de datos se unan los puntos mediante segmentos de recta
(points _joined=true), el color de puntos y segmentos (color=blue) y la eti-
queta para el grafico resultante (key="h=0.3"). Las opciones para cada conjunto
de datos se escriben delante del nombre de ese conjunto (points(listal)):
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(%122) wxdraw2d(
points_joined=true,color=blue,key="h=0.3",points(listal),
points_joined=true,color=red,key="h=0.2",points(lista2),
points_joined=true,color=orange,key="h=0.1",points(lista3),
points_joined=true,color=green,key="s.exacta",points(listaex));

(%t22)

T
h=8,3 ——
h=8,2 ——
h=8.1

s.exacta

(%022) [gr2d (points, points, points, points)]

El resultado no deja lugar a dudas sobre el comportamiento de las soluciones y
de la idea detras del método de Euler.

Nota: Si quisiéramos guardar el grafico que genra Gnuplot, bastaria con anadir
la opcién terminal=formato al final del comando (%i22), (antes del dltimo
paréntesis) donde formato puede ser jpg, png, ps, etc.

7.4. Los métodos de Runge-Kutta

Para estudiar el problema local
f]j = f(t,vj), t> tj (16)
v;(t5) = w;,

se puede aprovechar el Teorema Fundamental del Célculo, que nos da la identi-
dad

03(tin) — v5(j5) = / " f(s,05(5))ds.

J
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Para resolver de manera aproximada esta ecuacion, podemos refinar la construc-
ci6on de la integral como sumas de Riemann (basada en rectangulos) empleando
trapecios. En cada subintervalo [t;,t;41] €l trapecio determinado por las alturas
f(tj,v;(t;)) v f(tj+1,v;(t;41)) nos da una aproximacion relativamente buena a
la integral anterior.

fit

j41Y(e1))

f(tj,vj(lj))

9(s)=f(s.v,(s))

Asi, podemos considerar el método numérico definido por la “férmula trape-
zoidal”:

L ) + St z) (1)

Esta formula define un método implicito consistente con orden local 3 y, cuando
converge, orden global 2.

Fijémonos en que la féormula anterior contiene incrementos de la forma que ya
habia aparecido al considerar el método de Euler, hf(t;,2;). Una forma de
obtener métodos explicitos de alto orden, consiste en componer este tipo de
incrementos eulerianos con férmulas implicitas. Los métodos de Runge-Kutta
precisamente se basan en la composicion del método de Euler explicito con for-
mulas trapezoidales; por ejemplo, el método de Runge-Kutta de orden 2 consiste
en tomar en la féormula (17) la aproximaciéon de z;41 dada por la formula de
Euler: zj41 = z; + hf(t;,z;). Es decir, si

Tjtr1 —Tj =

Ky = hf(t;, x;)
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K2 = hf(thrl,fL’j + Kl)

entonces el método de Runge-Kutta de orden 2 consiste en la ecuacién
1
Tjt1 =T, + §(K1 + Ka).

Este método resulta ser consistente con orden local p = 3 y, cuando converge,
su orden global es 2. También notemos que el método requiere que se evalte la
funcién f dos veces. De forma parecida se definen los métodos de Runge-Kutta
de orden superior.

En particular, el método de Runge-Kutta de orden 4 (popularmente conocido
como RK4) se construye a partir de una secuencia de 4 incrementos de Euler
que requieren la evaluacion de f otras 4 veces, a partir de

Kl = hf(fj7’ﬁj)
1
Ky = hftjpy 25+ 5K1)
1
K3 = hf(tj+%’xj+§K2)
K4 = hf(thrhxj + K3)

(donde t;, 1 significa t; 1 = 1(tj+1 — t;)) mediante la ecuacién

1
Tjr1 = Tj + 6(K1 +2K2 +2K3 +K4).

Este método es unipaso, consistente de orden local p = 5 y, cuando converge,
de orden global 4.

Nota: Uno puede plantearse qué ocurre con los métodos de orden superior
0, en otras palabras, jpor qué es tan popular el método RK47. Claramente, au-
mentando el orden se aumenta la precisiéon del método. La respuesta estriba en
el hecho de que aumentar el orden a partir de 4 implica aumentar extraordina-
riamente al complejidad de los calculos. John C. Butcher ha demostrado que no
existe ningin método de Runge-Kutta de orden global p = 5 con cinco etapas
(evaluaciones de f), y de hecho los méaximos 6rdenes que se pueden alcanzar
para los diversos nimeros de etapas vienen dados por la siguiente tabla, donde
m representa el nimero de etapas:

p(m) m, para m=12734
p(m) = m—1, para m=5,6,7
p(m) = m—2, para m=38,9
p(m) < m—2 para m > 10

Asi, por ejemplo, el método de Runge-Kutta de cinco etapas proporciona el
mismo orden que RK4, pero con un coste computacional mas elevado. A la
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vista de la tabla, se comprende que RK4 proporciona el compromiso éptimo
entre precisiéon y complejidad y por eso es el méas usado.

Veamos un ejemplo tipico en el cual el método RK4 funciona muy bien. Se
trata de estudiar numéricamente la solucién a la ecuacion diferencial

T =2t (e_t2 —a:) .

que pasa por el punto (t =0,z = 2).

Cargamos el paquete dynamics, que contiene el comando rk. Este es el que
utilizaremos para realizar calculos, pues el programa al que llama implementa
el método de Runge-Kutta de orden 4. También cargamos el paquete draw (si
no lo tuviéramos cargado ya) para hacer las representaciones graficas.

(%123) load(dynamics)$
(%i24) load(draw)$

Definimos la ecuacion:

(%125) eql:’diff(x,t)=2*tx(exp(-t~2)-x);

d 2
(%025) — =2t (e*t 71’)

dt
Para poder hacernos una idea de cuan buena es la solucién proporcionada por
RK4, hemos elegido una ecuacién que se puede resolver de forma exacta.Su
solucién con las condiciones iniciales dadas se puede calcular como ya hemos
visto:

(%126) ode2(%03,x,t);

(%026) z = (t* + %c) et

(%127) ic1(%o04,t=0,x=2);

(%027) z=(2+2) "

Ahora, aplicamos el método RK4. La sintaxis es: rk(ezpr,z, xo, [t, to, T, h]),
donde ezpr es el miembro derecho de &(t) = f(x,t), = es la variable dependiente,
t es la variable dependiente, z( es el valor que toma x(t) en t = to, T es el valor
hasta el cual queremos extender la solucién y h es el tamano de los subintervalos
que utilizaremos.

En este ejemplo, vamos a calcular la solucion en el intervalo [to = 0,7 = 5],
utilizando un tamano de paso h = 0.2. La salida de rk es una lista que contiene
todos los valores (t;,x;); obviamente, esta lista no es lo que nos interesa, sino
su representacion grafica. Lo que hay que hacer entonces es almacenar esta lista
con un nombre, para luego poder usarla haciendo referencia a ese nombre. Asi,
el comando a utilizar es:
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(%128) tablal:rk(2*t*x(%e~(-t"2)-x),x,2,[t,0,5,0.2]1)%

Ahora, representamos la solucién aproximada frente a la exacta (esta ultima se
puede graficar en draw2d o wxdraw2d utilizando la opcién ezplicit en lugar de
points, que es la que usamos para conjuntos discretos de datos. La sintaxis es
explicit(f(var),var,varmin,varmaz), que es autoexplicativa):

(%129) wxdraw2d(
key="sol. exacta",explicit((t~2+2)*exp(-t~2),t,0,5),
points_joined=true,color="red",key="h=0.2",points(tablal)

)

soi. exacta
h=8,2 ——

(%029) [gr2d (explicit, points)]

En este ejemplo, la aproximacién es asombrosamente buena. No siempre
ocurre asi, como se puede ver en el siguiente ejemplo. Se trata de resolver apro-
ximadamente la ecuacién

y' =y +sin(z),
con las condiciones iniciales ¥y = 1 cuando x = 0. Esta ecuacién, para poder
comparar, también se puede resolver de manera exacta:

(%130) eq2:’diff(y,x)=y+sin(x);

(%030) y =1y + sin(x)

dx
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(%131) ode2(%,y,x);

(%031) y=e (e_x (Zsin (;) —cos(@) | %c)

(%132) ic1(%,x=0,y=1);

sin (x) + cos (x) — 3e”

(%032) y=— 5

La solucién aproximada, con un tamano de paso h = 0.1, la obtenemos mediante:
(%133) tabla2:rk(-(sin(x)+cos(x)-3%*%e~x)/2,y,1,[x,0,2,0.11)%
y ahora podemos representar ambas en un mismo grafico:

(%i34) wxdraw2d(
key="sol. exacta",explicit(-(sin(x)+cos(x)-3*%e"x)/2,x,0,2),
points_joined=true,color="red",key="h=0.1",points(tabla2)

)

I sol, exacta
h=8.1
18

(%o034) [gr2d (explicit, points)]
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Aqui vemos que la aproximacién es mas o menos buena solo en el intervalo
[0,0.5], mientras que en el ejemplo anterior, con un valor de h mayor h = 0.2,
el ajuste era excelente en todo el intervalo [0,5]. jPor qué ocurre esto?. La
respuesta es muy sencilla: recordemos que el orden (global) del método RK4 es
precisamente 4. Esto quiere decir, grosso modo, que garantizamos que la solucién
aproximada es tan buena como la que proporciona el polinomio de Taylor de 4°
grado de la solucién. Pero aquf la solucién estd dominada por una exponencial,
que contiene polinomios de todos los 6rdenes, por lo que a partir de x = 1, la
aproximacién con términos de cuarto orden tnicamente no podré reproducir el
comportamiento global de la solucién (suele decirse, con otras palabras, que “la
exponencial crece mas deprisa que cualquier polinomio”.

El comando rk también es capaz de trabajar con sistemas de ecuaciones de
primer orden. Esto nos permite poder aplicar el método RK4 a ecuaciones de
orden n > 2 que, como sabemos (véase (3)), son equivalentes a un sistema de
ecuaciones de primer orden. Veamos un ejemplo: supongamos que tenemos la
ecuacion

y" —y = 2cos(z)e”
con las condiciones iniciales, (x = 0,y = 1), (x = 0,y = 0). Nos interesa la
solucion definida en el intervalo [0, 3]. Para integrarla numéricamente, escribimos
su sistema equivalente; definimos x1(t) = y(t), z2(t) = y'(t), y obtenemos:

{i‘ - . (18)

o = x1 + 2cos(t)e’.

Antes de nada, observemos que esta ecuacion se puede resolver exactamente, lo
cual nos servird para saber qué tan bueno es el método aproximado:

(%135) ec:’diff(y,x,2)-y=2*exp(x)*cos(x);

d2

y—y=2e"cos(x)
(%136) ode2(%,y,x);
_ 4e”sin(x) —2e” cos ()

(%036) y = + %kle® + %k2e™®

5

(%137) ic2(%,x=0,y=1,’diff(y,x)=0);

4e* sin(x) —2e"cos(x) €* 9e®
[0y —
(76037) y= : +5+
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Ahora, resolvemos el sistema equivalente (18) mediante el método RK4, toman-
do h = 1. La sintaxis del comando rk es la misma de antes, sélo que hay que
pasarle una lista con las dos ecuaciones en lugar de una sola ecuacién, una lista
con las dos variables dependientes en lugar de una sola variable dependiente y
uan lista con las dos condiciones iniciales en lugar de una sola condicién inicial:

(%138) tabla:

rk([x[2],x[1]+2*exp(t) *cos(t)], [x[1],x[2]1],[1,0],[t,0,3,0.11)%

En la lista tabla hemos guardado los datos de las ternas (¢;, (z1);, (z2);), esto
es, de las (tj,yj7y§). Para representar graficamente la solucién, s6lo nos in-
teresan las dos primeras componentes de cada elemento de la lista. Entonces,
construimos otra lista tablab cuyos elementos son precisamente esos (t;,y;):

(%i39) tablab:
makelist([tabla[i] [1],tablali][2]],i,1,length(tabla))$

Si no lo estuviera, cargariamos el paquete draw. Para representar juntas la so-
lucién exacta y la aproximada, hacemos:

(%140) wxdraw2d(

key="sol. exacta',

explicit (e x*((4*sin(x)-2%cos(x))/5+1/2)+(9x%e~(-x))/10,x,0,3),
points_joined=true,color="blue",key="h=0.1",points(tablab)

)3

28 sol, Ie:n:at:l;a
h=8.1
16 q
14 | 1
12 b

18 9
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( %040) [gr2d (explicit, points)]

Consideremos ahora este otro caso:

con las mismas condiciones iniciales anteriores, (z = 0,y = 1), (x = 0,5 = 0).
Evidentemente, la presencia de la funcién e“**(*) hace que esta ecuacién ya no
se pueda tratar en forma exacta.

El sistema equivalente de esta ecuacién es:

T1 = X3
i’g =1 -+ ecos(t)‘

Para integrarla numéricamente, segiin hemos visto, basta con hacer:

(%i41) tabla2:

rk([x[2],x[1]+exp(cos(t))], [x[1],x[2]1],[1,0],[t,0,3,0.11)%
(%i42) tabla2b:

makelist ([tabla2[i] [1],tabla2[il[2]],i,1,length(tabla2))$
(%143) wxplot2d([discrete,tabla2b]);

(%043)

38 T T T

discrete data
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GNU Free Documentation License
Version 1.2, November 2002
Copyright (© 2000,2001,2002 Free Software Foundation, Inc.

51 Franklin St, Fifth Floor, Boston, MA 02110-1301 USA

Everyone is permitted to copy and distribute verbatim copies of this license
document, but changing it is not allowed.

Preamble

The purpose of this License is to make a manual, textbook, or other func-
tional and useful document “free” in the sense of freedom: to assure everyone
the effective freedom to copy and redistribute it, with or without modifying it,
either commercially or noncommercially. Secondarily, this License preserves for
the author and publisher a way to get credit for their work, while not being
considered responsible for modifications made by others.

This License is a kind of “copyleft”, which means that derivative works of the
document must themselves be free in the same sense. It complements the GNU
General Public License, which is a copyleft license designed for free software.

We have designed this License in order to use it for manuals for free software,
because free software needs free documentation: a free program should come
with manuals providing the same freedoms that the software does. But this
License is not limited to software manuals; it can be used for any textual work,
regardless of subject matter or whether it is published as a printed book. We
recommend this License principally for works whose purpose is instruction or
reference.

1. Applicability and definitions

This License applies to any manual or other work, in any medium, that con-
tains a notice placed by the copyright holder saying it can be distributed under
the terms of this License. Such a notice grants a world-wide, royalty-free licen-
se, unlimited in duration, to use that work under the conditions stated herein.
The “Document”, below, refers to any such manual or work. Any member of
the public is a licensee, and is addressed as “you”. You accept the license if
you copy, modify or distribute the work in a way requiring permission under
copyright law.

A “Modified Version” of the Document means any work containing the Do-
cument or a portion of it, either copied verbatim, or with modifications and/or
translated into another language.

A “Secondary Section” is a named appendix or a front-matter section
of the Document that deals exclusively with the relationship of the publishers
or authors of the Document to the Document’s overall subject (or to related
matters) and contains nothing that could fall directly within that overall subject.
(Thus, if the Document is in part a textbook of mathematics, a Secondary
Section may not explain any mathematics.) The relationship could be a matter

85



of historical connection with the subject or with related matters, or of legal,
commercial, philosophical, ethical or political position regarding them.

The “Invariant Sections” are certain Secondary Sections whose titles are
designated, as being those of Invariant Sections, in the notice that says that
the Document is released under this License. If a section does not fit the above
definition of Secondary then it is not allowed to be designated as Invariant.
The Document may contain zero Invariant Sections. If the Document does not
identify any Invariant Sections then there are none.

The “Cover Texts” are certain short passages of text that are listed, as
Front-Cover Texts or Back-Cover Texts, in the notice that says that the Do-
cument is released under this License. A Front-Cover Text may be at most 5
words, and a Back-Cover Text may be at most 25 words.

A “Transparent” copy of the Document means a machine-readable copy,
represented in a format whose specification is available to the general public, that
is suitable for revising the document straightforwardly with generic text editors
or (for images composed of pixels) generic paint programs or (for drawings) some
widely available drawing editor, and that is suitable for input to text formatters
or for automatic translation to a variety of formats suitable for input to text
formatters. A copy made in an otherwise Transparent file format whose markup,
or absence of markup, has been arranged to thwart or discourage subsequent
modification by readers is not Transparent. An image format is not Transparent
if used for any substantial amount of text. A copy that is not “Transparent” is
called “Opaque”.

Examples of suitable formats for Transparent copies include plain ASCII
without markup, Texinfo input format, LaTeX input format, SGML or XML
using a publicly available DTD, and standard-conforming simple HTML, PostS-
cript or PDF designed for human modification. Examples of transparent image
formats include PNG, XCF and JPG. Opaque formats include proprietary for-
mats that can be read and edited only by proprietary word processors, SGML
or XML for which the DTD and/or processing tools are not generally available,
and the machine-generated HTML, PostScript or PDF produced by some word
processors for output purposes only.

The “Title Page” means, for a printed book, the title page itself, plus such
following pages as are needed to hold, legibly, the material this License requires
to appear in the title page. For works in formats which do not have any title
page as such, “Title Page” means the text near the most prominent appearance
of the work’s title, preceding the beginning of the body of the text.

A section “Entitled XYZ” means a named subunit of the Document who-
se title either is precisely XYZ or contains XYZ in parentheses following text
that translates XYZ in another language. (Here XYZ stands for a specific sec-
tion name mentioned below, such as “Acknowledgements”’, “Dedications”,
“Endorsements”, or “History”.) To “Preserve the Title” of such a section
when you modify the Document means that it remains a section “Entitled XYZ”
according to this definition.

The Document may include Warranty Disclaimers next to the notice which
states that this License applies to the Document. These Warranty Disclaimers
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are considered to be included by reference in this License, but only as regards
disclaiming warranties: any other implication that these Warranty Disclaimers
may have is void and has no effect on the meaning of this License.

2. Verbatim copying

You may copy and distribute the Document in any medium, either commer-
cially or noncommercially, provided that this License, the copyright notices, and
the license notice saying this License applies to the Document are reproduced in
all copies, and that you add no other conditions whatsoever to those of this Li-
cense. You may not use technical measures to obstruct or control the reading or
further copying of the copies you make or distribute. However, you may accept
compensation in exchange for copies. If you distribute a large enough number
of copies you must also follow the conditions in section 3.

You may also lend copies, under the same conditions stated above, and you
may publicly display copies.

3. Copying in quantity

If you publish printed copies (or copies in media that commonly have printed
covers) of the Document, numbering more than 100, and the Document’s license
notice requires Cover Texts, you must enclose the copies in covers that carry,
clearly and legibly, all these Cover Texts: Front-Cover Texts on the front cover,
and Back-Cover Texts on the back cover. Both covers must also clearly and
legibly identify you as the publisher of these copies. The front cover must present
the full title with all words of the title equally prominent and visible. You may
add other material on the covers in addition. Copying with changes limited to
the covers, as long as they preserve the title of the Document and satisfy these
conditions, can be treated as verbatim copying in other respects.

If the required texts for either cover are too voluminous to fit legibly, you
should put the first ones listed (as many as fit reasonably) on the actual cover,
and continue the rest onto adjacent pages.

If you publish or distribute Opaque copies of the Document numbering more
than 100, you must either include a machine-readable Transparent copy along
with each Opaque copy, or state in or with each Opaque copy a computer-
network location from which the general network-using public has access to
download using public-standard network protocols a complete Transparent copy
of the Document, free of added material. If you use the latter option, you must
take reasonably prudent steps, when you begin distribution of Opaque copies
in quantity, to ensure that this Transparent copy will remain thus accessible at
the stated location until at least one year after the last time you distribute an
Opaque copy (directly or through your agents or retailers) of that edition to the
public.

It is requested, but not required, that you contact the authors of the Do-
cument, well before redistributing any large number of copies, to give them a
chance to provide you with an updated version of the Document.
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4. Modifications

You may copy and distribute a Modified Version of the Document under the
conditions of sections 2 and 3 above, provided that you release the Modified
Version under precisely this License, with the Modified Version filling the role
of the Document, thus licensing distribution and modification of the Modified
Version to whoever possesses a copy of it. In addition, you must do these things
in the Modified Version:

A.

Use in the Title Page (and on the covers, if any) a title distinct from that
of the Document, and from those of previous versions (which should, if
there were any, be listed in the History section of the Document). You
may use the same title as a previous version if the original publisher of
that version gives permission.

. List on the Title Page, as authors, one or more persons or entities respon-

sible for authorship of the modifications in the Modified Version, together
with at least five of the principal authors of the Document (all of its prin-
cipal authors, if it has fewer than five), unless they release you from this
requirement,.

State on the Title page the name of the publisher of the Modified Version,
as the publisher.

Preserve all the copyright notices of the Document.

E. Add an appropriate copyright notice for your modifications adjacent to

the other copyright notices.

Include, immediately after the copyright notices, a license notice giving
the public permission to use the Modified Version under the terms of this
License, in the form shown in the Addendum below.

Preserve in that license notice the full lists of Invariant Sections and re-
quired Cover Texts given in the Document’s license notice.

Include an unaltered copy of this License.

Preserve the section Entitled “History”, Preserve its Title, and add to it
an item stating at least the title, year, new authors, and publisher of the
Modified Version as given on the Title Page. If there is no section Entitled
“History” in the Document, create one stating the title, year, authors, and
publisher of the Document as given on its Title Page, then add an item
describing the Modified Version as stated in the previous sentence.

Preserve the network location, if any, given in the Document for public
access to a Transparent copy of the Document, and likewise the network
locations given in the Document for previous versions it was based on.
These may be placed in the “History” section. You may omit a network
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location for a work that was published at least four years before the Do-
cument itself, or if the original publisher of the version it refers to gives
permission.

K. For any section Entitled “Acknowledgements” or “Dedications”; Preserve
the Title of the section, and preserve in the section all the substance and
tone of each of the contributor acknowledgements and /or dedications given
therein.

L. Preserve all the Invariant Sections of the Document, unaltered in their text
and in their titles. Section numbers or the equivalent are not considered
part of the section titles.

M. Delete any section Entitled “Endorsements”. Such a section may not be
included in the Modified Version.

N. Do not retitle any existing section to be Entitled “Endorsements” or to
conflict in title with any Invariant Section.

O. Preserve any Warranty Disclaimers.

If the Modified Version includes new front-matter sections or appendices
that qualify as Secondary Sections and contain no material copied from the
Document, you may at your option designate some or all of these sections as
invariant. To do this, add their titles to the list of Invariant Sections in the
Modified Version’s license notice. These titles must be distinct from any other
section titles.

You may add a section Entitled “Endorsements”, provided it contains not-
hing but endorsements of your Modified Version by various parties—for example,
statements of peer review or that the text has been approved by an organization
as the authoritative definition of a standard.

You may add a passage of up to five words as a Front-Cover Text, and a
passage of up to 25 words as a Back-Cover Text, to the end of the list of Cover
Texts in the Modified Version. Only one passage of Front-Cover Text and one
of Back-Cover Text may be added by (or through arrangements made by) any
one entity. If the Document already includes a cover text for the same cover,
previously added by you or by arrangement made by the same entity you are
acting on behalf of, you may not add another; but you may replace the old one,
on explicit permission from the previous publisher that added the old one.

The author(s) and publisher(s) of the Document do not by this License give
permission to use their names for publicity for or to assert or imply endorsement
of any Modified Version.

5. Combining documents

You may combine the Document with other documents released under this
License, under the terms defined in section 4 above for modified versions, provi-
ded that you include in the combination all of the Invariant Sections of all of the
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original documents, unmodified, and list them all as Invariant Sections of your
combined work in its license notice, and that you preserve all their Warranty
Disclaimers.

The combined work need only contain one copy of this License, and multiple
identical Invariant Sections may be replaced with a single copy. If there are
multiple Invariant Sections with the same name but different contents, make
the title of each such section unique by adding at the end of it, in parentheses,
the name of the original author or publisher of that section if known, or else
a unique number. Make the same adjustment to the section titles in the list of
Invariant Sections in the license notice of the combined work.

In the combination, you must combine any sections Entitled “History” in
the various original documents, forming one section Entitled “History”; likewise
combine any sections Entitled “Acknowledgements”’, and any sections Entitled
“Dedications”. You must delete all sections Entitled “Endorsements”.

6. Collections of documents

You may make a collection consisting of the Document and other documents
released under this License, and replace the individual copies of this License in
the various documents with a single copy that is included in the collection,
provided that you follow the rules of this License for verbatim copying of each
of the documents in all other respects.

You may extract a single document from such a collection, and distribute it
individually under this License, provided you insert a copy of this License into
the extracted document, and follow this License in all other respects regarding
verbatim copying of that document.

7. Aggregation with independent works

A compilation of the Document or its derivatives with other separate and
independent documents or works, in or on a volume of a storage or distribution
medium, is called an “aggregate” if the copyright resulting from the compilation
is not used to limit the legal rights of the compilation’s users beyond what
the individual works permit. When the Document is included in an aggregate,
this License does not apply to the other works in the aggregate which are not
themselves derivative works of the Document.

If the Cover Text requirement of section 3 is applicable to these copies of the
Document, then if the Document is less than one half of the entire aggregate, the
Document’s Cover Texts may be placed on covers that bracket the Document
within the aggregate, or the electronic equivalent of covers if the Document is
in electronic form. Otherwise they must appear on printed covers that bracket
the whole aggregate.

8. Translation

Translation is considered a kind of modification, so you may distribute trans-
lations of the Document under the terms of section 4. Replacing Invariant Sec-
tions with translations requires special permission from their copyright holders,
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but you may include translations of some or all Invariant Sections in addition to
the original versions of these Invariant Sections. You may include a translation
of this License, and all the license notices in the Document, and any Warranty
Disclaimers, provided that you also include the original English version of this
License and the original versions of those notices and disclaimers. In case of a
disagreement between the translation and the original version of this License or
a notice or disclaimer, the original version will prevail.

If a section in the Document is Entitled “Acknowledgements”, “Dedications”,
or “History”, the requirement (section 4) to Preserve its Title (section 1) will
typically require changing the actual title.

9. Termination

You may not copy, modify, sublicense, or distribute the Document except as
expressly provided for under this License. Any other attempt to copy, modify,
sublicense or distribute the Document is void, and will automatically terminate
your rights under this License. However, parties who have received copies, or
rights, from you under this License will not have their licenses terminated so
long as such parties remain in full compliance.

10. Future revisions of this license

The Free Software Foundation may publish new, revised versions of the GNU
Free Documentation License from time to time. Such new versions will be similar
in spirit to the present version, but may differ in detail to address new problems
or concerns. See http://www.gnu.org/copyleft,.

Each version of the License is given a distinguishing version number. If the
Document specifies that a particular numbered version of this License “or any
later version” applies to it, you have the option of following the terms and
conditions either of that specified version or of any later version that has been
published (not as a draft) by the Free Software Foundation. If the Document
does not specify a version number of this License, you may choose any version
ever published (not as a draft) by the Free Software Foundation.
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