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Temario de la asignatura

TEMA 0: Introduccién a Maxima y wxMaxima

0.1 Paquetes informéaticos de calculo simbdlico. El lenguaje LISP y Maxi-
ma. 0.2 El entorno gréfico wxMaxima 0.3 Comandos béasicos de Maxima. 0.4
Comandos especificos para calculo diferencial. 0.5 Graficos en wxMaxima. 0.6
Programacion.

TEMA I: Nociones basicas de topologia en R"

1.1 El espacio normado R™. 1.2 El espacio euclideo R™. 1.3 El espacio métrico
R™. 1.4 Convergencia. 1.5 Conexién. 1.6 Compacidad.

TEMA II: Continuidad

2.1 Funciones entre espacios euclideos de dimension finita. 2.2 Limites. 2.3
Continuidad de funciones ¢ :R™ — RP. 2.4 Continuidad uniforme.

TEMA III: Diferenciabilidad

3.1 La derivada en R y el problema de su generalizacion. 3.2 Derivadas
direccionales y diferencial. 3.3 La regla de la cadena. 3.3 El teorema del valor
medio. 3.4 Curvas en R™. 3.6 Campos vectoriales.

TEMA 1V: Desarrollo de Taylor y calculo de extremos

4.1 Derivadas parciales de orden superior. La clase C*°(U). 4.2 El desarrollo
de Taylor. 4.3 Calculo de extremos locales de funciones f : R™ — R. 4.4 Anélisis
global. 4.5 Extremos restringidos.

TEMA V: Funciones inversas e implicitas

5.1 Funciones con determinante Jacobiano no nulo. 5.2 El teorema de la
funcién inversa. 5.3 El teorema de la funcién implicita.



Referencias

Los siguientes libros se pueden encontrar en la biblioteca central (edificio
del CICTD). Hay copias de algunos en la biblioteca del departamento de ma-
tematicas. Por supuesto, la lista no es exhaustiva, sélo se incluyen los libros
que mas usaremos de entre los que se encuentran disponibles en la biblioteca,
pero se anima al estudiante a consultar cualquier texto que le parezca adecuado.

s T. Apostol: Analisis matemético. Reverté, 1976.
Es la referencia basica para la asignatura. Excelente, muy detallado y con
una magnifica coleccién de ejercicios. Contiene todo lo que veremos en el
curso y muchisimos topicos adicionales.

= C. H. Edwards: Advanced calculus of several variables. Academic Press,
1973.
Este texto marcd un antes y un después en el tratamiento del analisis
matematico en los cursos de licenciatura (jalla por el afio 1965!). La nove-
dad que introdujo consistia en el uso sistemaético e intensivo de las formas
diferenciales. En este curso s6lo haremos uso implicito de las formas de
grado 1 (la diferencial de una aplicacién es un ejemplo), pero seguiremos
de cerca el espiritu geométrico que Edwards refleja en su libro.

= W. H. Fleming: Funciones de varias variables. CECSA, 1976.
Un libro semejante al de Apostol, pero cubre un nimero menor de tépicos.

= J. E. Marsden: Elementary classical analysis. Freeman and Co, 1974.
Muy detallado y con numerosos ejemplos interesantes.

= R. B. Buck: Advanced Calculus. McGraw-Hill, 1978.
Como su titulo indica, es un texto avanzado. El anélisis que hace del
teorema de cambio de variable (que no veremos en este curso) es magnifico.

= M. Spivak: Célculo en variedades. Reverté, 1988.
Un libro que debe estar en la biblioteca personal de cualquier estudiante
serio de matemaéticas. Breve y directo, el que mas dice con menos palabras.
Su coleccion de ejercicios ilustra por qué Spivak es considerado como uno
de los mejores autores de libros de texto.

= G. Flory: Ejercicios de topologia y andlisis (especialmente el tomo IIT).
Reverté, 1981.

= M. R. Spiegel: Célculo Superior. McGraw-Hill serie Schaum, 1969.
Dos libros de problemas. El primero es mucho mas avanzado que el segun-
do.



Descripcion del curso

El curso es una introduccion al estudio del célculo diferencial en varias va-
riables. Los contenidos son estdndar, no hay mucho lugar para la innovacién
en un curso como éste; sin embargo, la estructura de los temas merece algin
comentario.

En primer lugar, haremos uso de herramientas informaticas para estudiar ciertos
topicos (notablemente las representaciones graficas), el paquete de CAS elegido
para ello es Maxima con su interfaz wxMaxima. Se trata de una herramienta
muy potente, disponible en cualquier entorno de ususario (Windows, MacOS,
Unix y Linux), basada en software libre y gratuita. Al principio del curso, hare-
mos una breve introduccién a Maxima, pero se espera que el estudiante tenga
iniciativa, aprenda a consultar la ayuda del programa y la que hay disponible
en Internet de manera que profundice por si mismo en su uso. Con respecto a
los contenidos técnicos, tras un repaso de la topologia de espacios normados (in-
cluyendo la continuidad), pasaremos a estudiar el concepto basico del curso: la
nocién de diferencial de una aplicacién diferenciable entre subconjuntos abiertos
de espacios normados.

La diferencial es la mejor generalizacién que se puede hacer en el caso de di-
mensiones superiores del concepto de derivada de una funcién de una variable,
y mantiene la interpretacién geométrica de proporcionar la mejor aproximacién
afin a la grafica de una funcién. Con mayor precision, introduciremos la diferen-
cial en un punto como una aplicacién lineal asociada a la funcién, de manera
que podremos aplicar todo el arsenal del Algebra Lineal para estudiar cues-
tiones referentes a la diferenciablidad de aplicaciones. Se espera, pues, que el
estudiante tenga una buena base en algebra y que conozca los conceptos basicos
de matriz asociada a una aplicacion lineal, producto de matrices y su relacién
con la composicién de aplicaciones, cambios de base, espacio dual, etc.
Construcciones tipicas en un curso de estas caracteristicas, como las derivadas
parciales y direccionales, se obtendran como consecuencia de particularizar la
accidon de la diferencial a ciertos subespacios especiales del plano tangente. De
esta manera, se hard patente la dualidad presente en todo el curso: que los con-
ceptos del Anélisis Matematico tienen un origen algebraico y una interpretacion
geométrica también.

Una segunda parte del curso consistira en aplicaciones del formalismo de la di-
ferencial: calculo de extremos (local, global y restringido) y los teoremas mas
importantes del curso desde el punto de vista tedrico: el de la funcién inversa y
el de la funcién implicita.

Por ultimo, en cuanto a los prerrequisitos, se supondra que el alumno ha llevado
unos buenos cursos de Calculo Iy IT y de Algebra I y II (por "buen curso"se
entiende uno que ha cubierto el temario especificado en el plan de estudios y
en el que se han presentado ejemplos y ejercicios de cada uno de los temas)
v que, obviamente, los tiene aprobados. El campo natural de aplicacién de las
herramientas del calculo diferencial es la Fisica. A lo largo del curso, veremos



numerosas aplicaciones a la Mecéanica de particulas, por lo que también es de-
seable (aunque no imprescindible) cierta familiaridad con los conceptos basicos

de Fisica, digamos al nivel de las asignaturas de fisica que se imparten en el
tronco comun.



Metodologia y evaluacion

El curso se desarrollara intercalando clases expositorias por parte del profe-
sor con sesiones de problemas y sesiones con uso de computadora.
Durante las clases expositorias se enunciardn y demostraran los resultados ted-
ricos que componen la base del curso. A lo largo de estas clases, se propondran
cuestiones cuya resolucion puntuard en la calificacién final del estudiante.
Las sesiones de problemas consistiran en la resolucién de parte de los problemas
que figuran en estos mismos materiales. Los problemas no vistos en las clases,
serdn propuestos a los estudiantes y contribuirdn a la calificacién final. Se es-
pera que los estudiantes participen en las sesiones de problemas exponiendo la
resolucién de aquellos que hayan hecho.
Finalmente, las sesiones con computadora se basaran en el manejo de Maxima
y tienen por finalidad que el estudiante se introduzca en el manejo de software
cientifico, aprenda a interpretar datos visualmente y adquiera una comprensién
e intuicion geométricas que le ayude en la resolucién de problemas. Opcional-
mente podran proponerse trabajos basados en el uso de software.
Se espera que la presentaciéon de todos los problemas y tareas propuestos se
haga en LaTeX. A lo largo del periodo lectivo se organizaran cursos de LaTeX
en la Facultad, a los que se insta a participar.
Hay dos opciones de evaluacién:

A (Evaluacién continua): Los alumnos que opten por este sistema, se-
ran evaluados mediante los trabajos y tareas semanales junto con los exé-
menes parciales al final de cada tema. El porcentaje de cada parte sera:

Tareas 45 %
Examenes por temas 30%
Cuestiones y trabajos con software 25 %.

B (Evaluacion tradicional): Los alumnos cuya calificacion final segin
el apartado A sea inferior a 6 y aquellos que asi lo elijan desde el principio,
podran optar por un examen final ordinario con los contenidos de toda la
asignatura, cuya fecha se establecera de acuerdo con los lineamientos de
la Secretarfa Escolar.



Coleccion de problemas

TEMA I: Nociones basicas de topologia en R"

1. Dados z,y € R", probar que | < z,y > | = ||z|| - ||y|| st y sblo si z,y son
linealmente dependientes.

2. (Teorema de Pitagoras) Demostrar que si z,y son vectores ortogonales
(respecto de la métrica euclidea) de R™, entonces ||z +y||? = [|z||* +||y||?.

3. Demostrar las siguientes relaciones:

a) ad(M) = int(M)U Fr(M)
int(M)NFr(M) =10

)

) 1

) M =int(M)U (M N Fr(M))
) 1

)

=l

o

M
d) mt(M)N(MnNad(X —M))=10
e) ad(M)=MUFr(M).
4. Sean M, N, A y C subconjuntos de R™. Probar que:
a) ad(M)Uad(N) = ad(M UN)

b) Si A es abierto y C es cerrado, entonces, AUC es cerrado sii Fr(A) C
C.

5. Sea A CR™, jint(Fr(A)) es siempre vacio?.

6. Recordemos que un subconjunto A C R” se dice que es denso si ad(A) =
R™. Probar lo siguiente:

a) A es denso < VG C R" abierto no vacio, es GN A # (.
b) Si A es densoy G es abierto, G C ad(ANG).

7. Sea G un subgrupo del grupo aditivo (R, +).

@) Si G tiene un punto de acumulacion, entonces existe una subsucesion
convergente al 0 y G es denso en R.
b) En caso contrario, G = Za, donde a € G — {0}.

8. Determinar si los siguientes subconjuntos de R son abiertos o cerrados y
obtener su interior, adherencia y puntos de acumulacién.

a) Z
b) 10,b[, b > 0.
¢) {:neN}
d) Q



10.

11.

12.

13.

14.

e) {5 + =% : n,m € N}

) {zx :m € Z,neN}.
Determinar los puntos de acumulaciéon de los siguientes subconjuntos de
R? y decidir si los conjuntos son abiertos, cerrados o ninguno de los dos.

a)
b)
)

c

A={zeR?*:|[z|| > 1}
={z eR?: ||z]| > 1}
={zeR:z=(1 L)ynmeN}

d) D={(x,y) e R? : 22 —y? < 1}

B
C

Hallar los puntos de acumulacién del siguiente subconjunto de R?,

1 11 1
{<+,— ):p,qEN}.
p qap 4q

En el espacio vectorial Mats(R) de las matrices reales de dimension 2 x 2,
se define

2
1A4]Joo = méx ¢ )" as]
i=1

1<i<2

Probar que || - ||s €s una norma en Mato(R). Dada la sucesion {4,,}22,
de elementos de Maty(R), donde

calcular los puntos de adherencia de {4,,}22; respecto de la métrica in-
ducida por || - ||so-

N
3
Il
7N
—
|
—_
S—
3
— 3=

Probar que todas las normas en R™ son equivalentes. Utilizar este hecho
para probar que todas las normas en R™ definen la misma topologia.

(Ley del paralelogramo) Si z,y € R™ probar que (en la norma euclidea)
llz +yl[? + [lz — yl|* = 2[|2]|* + 2[|y[|*.

Deducir que si A C R™ es un cerrado convexo no vacio y zo ¢ A, entonces
existe un dnico punto en A que es el mas proximo a xg.

Sean A, B C R™. Se llama distancia entre A y B al niimero
dap=inf{|la—0b||:a€ A be B}.

a) Si Ay B son compactos, entonces, existen un xg € Ay un yo € B
tales que da,p = ||zo — yol|.

b) La propiedad anterior deja de verificarse si A y B son sélo cerrados.



15.

16.
17.

18.

19.

20.

Un subconjunto S de R™ se dice que es convexo si para todos z,y € S'y
para todo 0 < t < 1 se verifica que tx + (1 — t)y € S. Probar que toda
bola abierta y toda bola cerrada son conjuntos convexos (utilizar la norma
euclidea).

Probar que todo subconjunto convexo de R™ es conexo.

Sea S C R™ conexo. Probar que todo C' C R™ tal que S C C' C ad(S) es
conexo.

Sea C' C R? el conjunto definido en coordenadas polares (p,) por las
relaciones
N

1+V6

a) Representar la curva que tiene por ecuacion p = v8/(1 + V@) (en
coordenadas polares).

b) Identificar ad(C), int(C) y Fr(C).

¢) ;Es C conexo por arcos?.

d) ;Es C conexo?.

1>p#

Sea S = {x,}°2, una sucesién convergente a xy en un espacio métrico
(X,d). Probar que el conjunto A = {zp} U S es compacto.

En R se define la distancia
d(x,y) = | arctan x — arctan y|.

Compararla con la distancia usual de,, (z,y) = |z —y|. Demostrar que (R, d)
no es completo.



TEMA 1I: Continuidad

1. Sean f : R? - R" y (a,b) € R2. Para cada = € R, denotaremos f;(z) =
lim,_;, f(z,y) y para cada y € R denotaremos fo(z) = lim,_., f(x,y).
suponiendo que estos limites existen,

a) Probar que si existe lim y)—(ap) f(z,¥) = L, entonces existe
lim,_., f1(x) = L y lim,_;, fo(z) = L.

b) Probar, con un ejemplo, que los limites reiterados pueden existir y
ser distintos.

¢) Probar, con un ejemplo, que los limites reiterados pueden existir, ser
iguales y, sin embargo, no existir lim, ) (qa5) f(2,¥)-

d) Probar, con un ejemplo, que puede existir lim, ) () f(z,y) sin
que exista alguno de los limites reiterados.

2. Calcular
rseny +y

lim .
(1) —(0,0) |z| + |yl

3. Determinar la existencia del limite en (0,0) de:

a)

g (2,y) #(0,0)
f(xv y) =
0 (z,y) = (0,0)

2.3

20 (2,y) £ (0,0)

f(x,y) =
0 (z,y) = (0,0)

4. Determinar la existencia de los limites reiterados y del limite cuando
(z,y) — (0,0) de la funcion

senxr—seny
tanz—tany tanz # tany
f(xa y) =
cos® x tanx = tany
5. Calcular los siguientes limites:
a)
sen

lim
(z,9)—(0,2) Y T

10



lm sen(zy) .
(z,y)—(0,0) x

6. (Limites en polares) Sean A =]0,00[x]0,27[C R? y g : A — R? la
funcién definida por
4(p,0) = (pcost, psend).

a) Probar que g es una biyeccién continua de A sobre B = R? —{(0,0)}
tal que si llamamos A, = {(p,0) : 0<p<a, 0<0 <27} es

9(Aa) = Ba((0,0)) — {(0,0)}.

b) Sean f : B >Ry F = fog: A — R. Probar que una condicion
necesaria y suficiente para que sea

f(x7y) =a,

lim
(z,y)—(0,0)

es que Ve > 0, 3§ > 0 tal que si 0 < p < 0 = |F(p,0) — a|] < € para
todo 6 €]0, 2] (se dice entonces que lim, .o F(p,0) = a uniforme-
mente en 0).

7. Calcular los siguientes limites en (0, 0).

a)
VLR (1,y) # (0,0)
fly) =
b)
P R0
flz,y) =
0 (z,y) = (070)

8. Estudiar si existe lim, ,)—.(0,0) f(2,y) siendo:

%y
Twy) = oy v
9. Sea f la funcion definida por
flz,y) =
0 (z,y) = (0,0)

con p, ¢ > 0. Discutir la existencia de lfm, (0,0 f(2,%) y calcularlo
cuando exista.

11



10.

11.

12.

13.

14.

15.

Sea f : R? — R la funcién definida por:

G0 () # (0,0)
f(x,y) =
0 (2.9)=(0,0)

con k > 0. Estudiar la continuidad de f en funcién de los valores del
parametro k.

Estudiar la continuidad en el origen de:

0 siy§06y2x2
flz,y) =
1 si0<y<a?

Se considera la funcién f : R? — R definida por la expresion

2,2
€T

W (2,y) # (0,0)
flz,y) =
1 (x,y) = (070)

Estudiar la continuidad de f en los siguientes conjuntos:

a) A=R?
b) B={(z,y) eR? : y>2a? x>y}

Sea f : R? — R? la funcién:

(Fesen@+1)) (@9) # (0,0
flz,y) =

(070) (x,y) = (070)

Estudiar la continuidad de la funcién f. Demostrar que f(M) es un con-
junto compacto, siendo M = {(z,y) € R? : 2% +y* <2z, y <z}

Sea f : [a,b] — R continua. Probar que si f(x) = 0 Vz € QN][a, b], entonces
f=0en [a,b]

Sean un conjunto C' C R? y una funcién f : ¢ — R. Analizar si es cierta
o no la siguiente afirmacion: “Si C' es compacto y si f toma en un punto
de C un valor positivo y en otro punto de C un valor negativo, y ademas
f no se anula en ningtn punto de C, entonces f no puede ser continua en
todo C”.

12



16.

17.

18.

19.

20.

Sea f :]0,1] x [0,1] — R una funcion de la que se sabe que todas las
funciones y — f(a,y) (con a € [0, 1] un parametro) son continuas en [0, 1].
Para poder asegurar que f es continua en [0, 1] x [0,1]:

a) {Hace falta algin requisito adicional?

b) (Es necesario que las dos funciones = — f(z,0), z — f(x,1) sean
continuas en [0, 1]?

¢) ;Es suficiente con que las dos funciones de (b) sean continuas en
[0,1)?

Probar que si f : R™ — R™ es continua y A C R" es conexo, entonces
f(A) es conexo.

(Distancia de un punto a un conjunto) Sea K C R" un compacto y
x € R"™. Demostrar que existe un yo € K tal que d(z, K) = d(z,y0). Dar
un contraejemplo para el caso en que K no sea compacto.

Sean A CR", BCR™y f:A— B.Sedice que f es un homeomorfismo
si f es biyectiva, continua y tiene inversa continua. Demostrar que si A es
un compacto y f es biyectiva y continua, entonces f es un homeomorfismo.

(Teorema del punto fijo de Banach) Se dice que una aplicacion f :
R™ — R™ es contractiva si existe un o € R, 0 < o < 1, tal que

I1f(z) — fW)]| < al|lz —y||,Vz,y € R™

Demostrar que si f es contractiva, entonces tiene un unico punto fijo, esto
es, dlu € R™ tal que f(u) = u.

13



TEMA I1I: Diferenciabilidad

1. Probar que si f: Q C R® — R™ es lineal, entonces 3D, f(xg) para todo
v € R" — {0}.

2. Calcular las derivadas parciales de
f(.l?,y,Z) = (‘rZy_va+y+Z)

3. Relacion de las derivadas direccionales con la continuidad en las siguientes

funciones:
a)
ysinﬁw si (z,y) # (0,0)
flx,y) =
0si (z,y) = (0,0)
b)
i (3,y) # 0,0)
f(x,y) =

0si (z,y) = (0,0)
4. Sean las funciones f : R3 — R? y g : R? — R? definidas por

f@,y,2) = (sin(azy + 2), (1 +22)¥)

glu,v) = (u+e’,v+e").
a) Demostrar que f es diferenciable en (1,—1,1) y calcular df(; 1 1)-
b) Demostrar que g es diferenciable en (0, %) y calcular dg(o,%y

c¢) Calcular d(go f)a,-1,1)-

5. Sea (Jz+]y])
a(lz|+|y
QL) (2,9) # (0,0)
flz,y) =
B, (z,y)=(0,0)
Hallar la relacién entre o y 3 para que existan las derivadas parciales de
fen (0,0).

6. Sea f(z,y) = ¢xy. Demostrar que las derivadas direccionales de la funcion
f en (0,0) solo existen para las direcciones (+1,0), (0, £1).

7. Estudiar la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabli-
dad en (0,0) de las siguientes funciones:

a)
f(@,y) = Vl]zy|

14



¢'—T' si (x,y) # (0,0)
f(xvy) =
0si (z,y) = (0,0)

(22 + y?)sin \/ﬁ si (z,y) # (0,0)
f(xvy) =
0si (z,y) = (0,0)

8. Estudiar la continuidad, existencia de derivadas direccionales y diferencia-
bilidad en el origen de las siguientes funciones:

@)
\/;27‘”? si (z,y) # (0,0)

0si (z,y) = (0,0)
b)
S (1) £ (0,0)
f(x,y) =

0si (z,y) = (0,0)

zylog(z? +y?) si (z,y) # (0,0)

fla,y) =
0si (z,y) = (0,0)
d)
\/msinﬁ si (z,y) # (0,0)
flz,y) =

0si (x,y) = (0,0)
9. Calcular el vector gradiente de

a) f(z,y,2) =a¥en (1,1,1).
b) f(z,y) =log(x? + 22y + 1) + fox cos?tdt en (1,1).
10. Estudiar la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabili-
dad en el origen de
3z ,x=y
fla,y) =
0,z#y

15



11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Sean f1, fa,..., fn :]a,b[— R derivables. Se define f :]a, b["— R por

n

flay, o an) = fl@:).

i=1
Probar que f es diferenciable en x, Va €]a, b[™.

Estudiar las derivadas parciales y direccionales de

r4+ysiz=06y=0

flz,y) =
1siazy#0

(Diferenciabilidad de las formas bilineales) Sea B : R” x R" — R™
una aplicacién bilineal. Demostrar que B es diferenciable en todo punto
(a,b) € R™ x R™ con diferencial

dB(a,b)(mvy) = B(avy) + B($7b>

(Diferenciabilidad de la norma) Demostrar que la aplicacion z +— ||z||
es diferenciable en R™ — {0}. Calcular su diferencial.

Se sabe que la existencia de las derivadas parciales de una funcién f :
U C R®” — R no garantiza su continuidad. Sin embargo, pruébese que
se cumple la siguiente afirmacién: sea f : R™ — R que posee derivadas
parciales D f(x),...,D, f(x) acotadas en un entorno del punto a € R™.
Entonces, f es continua en a.

Estudiar la diferenciabilidad en el origen de f : R? — R3, con

(e sin(z — y), 2%sin 1) si z # 0

fz,y) = )
(e¥,sin(—y),0) si z =0,

y de g : R? — R3, siendo

(cosyz, xyz, %) siz#0
9@y, 2) =
(1,0,0) si z =0.

Calcular la diferencial en el origen cuando proceda.

(Diferenciabilidad de las submersiones) Sea g : R*¥ — R una funcién
diferenciable en a = (ay,...,ar) v supongamos que dg, = (by,...,bg). Si
f:R® = R (n > k) esta definida por

flxy,yxy) = g1, ooy k),
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18.

19.

20.

21.

probar que f es diferenciable en todo x de la forma x = (aq, ..., ag, Th41, ..., Tn)

Yy que
dfy = (b1, ..., b, 0, ..., 0).

Como aplicacion, utilizando solamente este resultado, la regla de la cadena
y la diferenciabilidad de las funciones elementales, probar que la funcién
f : R?® — R? definida por

f(@,y,2) = (sin(zsin(y sin z)), e*)
es diferenciable en R? y calcular df(o,%,g .
Estudiar la continuidad en el origen y existencia de derivadas direccionales

para f : R? — R definida segtin

|2 si |z > [y
flz,y) =
ly| si || < [yl

Sea f, : R? = R (p € N) definida por

st () £ (0.0)
fp(zvy) =
0si (z,y) = (0,0)

Discutir, segin los valores de p:

a) Continuidad en (0, 0).

b) Existencia de D, f,(0,0), siendo v = (a,b) un vector unitario arbi-
trario.

¢) Diferenciablilidad en (0, 0).
d) Sea F : R? — R? definida por
F(xvy) = (“L + cosy, f4(x7y))

Justificar la diferenciabilidad de G(z,y) = F o F + F en (0,0) y
calcular dG g o)-

(La diferenciabilidad en todo un abierto excepto en un punto,
implica la diferenciabilidad en todo el abierto) Sean A C R™ abier-
to,a € Ay f: A— R continua en A y tal que existen todas sus derivadas
parciales y son continuas en A — {a}. Si para todo i € {1,...,n} existe
d; = lim,_, D, f(z), entonces, D;f(a) = d; y f es de clase C}(A).

Hallar los puntos de la superficie
z =4z + 2y — 2% + zy — 3>

en los que el plano tangente es paralelo al plano XY

17



22.

23.

24.

23.

Determinar los valores de a, b, ¢ para que la derivada direccional de la
funcion f(z,y, 2) = axy®+byz+cz?x3 tenga en (1,2, —1) un valor maximo
de 64 en la direccién del eje OZ.

Sea f : R"™ — R tal que |f(z)| < M||z||? para todo € R™. Comprobar
que entonces f es diferenciable en el origen. Aplicar este resultado a la
funcion

AxQCos%—i—Bstin% sixz#0,y#0
f@,y) =< Ca?sinlsiz#0,y=0
DyQCOS% sizx=0,y=#0
Sean f : R? — R una funcién diferenciable y g : R® — R? dada por
: a2 2 2
gz, y,2) = (" +y "+ 25,2 +y+2).
Sea h = f o g. Demostrar que
[Vh|[> = 4(D1f)* g1 +4D1f - Daf - go + 3(D2f)*.
Sea Q = R?—{(x,0) : & > 0}. Sea f : Q — R tal que, para cada (z,y) € Q,

Dy f(z,y) = Da2f (x,y) = 0.

Demostrar que, en estas condiciones, f es constante en 2. Hallar una
funcion f: Q2 — R que no sea independiente de la segunda variable y tal
que Dy f(z,y) = 0 para cada (z,y) € Q.
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TEMA 1V: Desarrollo de Taylor y calculo de extremos

1. Estudiar si la funcion

x+xy2sinﬁ , (z,y) # (0,0)
f(x,y) =
0, (z,y) =(0,0)

es C! en algin entorno del origen.

2. Una funcién f € C1(R?) tiene derivadas D1 f, Daof, continuas. ;Implica
esto la continuidad de la derivada D15 f7.

3. (Lema de Hadamard) Sea f : R™ — R de clase C'. Probar que existen
gi :R" =R, ie{l,..,n} tales que

f@) = £0)+ ) wigi(w).
i=1

4. Estudiar si la funcién f : R? — R definida por

y*sing ,y #0
flz,y) =
0,y=0,

cumple las hipotesis del teorema de Young.

5. (Teorema de Hefter-Young) Sea f : U € R? — R con (a,b) € U.
Supongamos que f admite en U derivadas parciales D1 f, Do f asi como
la derivada segunda Disf que, ademds, es continua en (a,b). Entonces,
existe la derivada Da; f(a,b) y se cumple que

DQlf(a7 b) = Dl?f(a’a b)
6. Utilizar la formula de Taylor para desarrollar las siguientes funciones:

a) f(z,y) = 2>+ y? + 2y? en potencias de (z — 1) e (y — 2).
b) g(z,y) =log(x +y), z,y > 0 en un entorno de (1,1).
¢) h(z,y,z) =exp(a(x +y+ z)), a € R* en un entorno de (0,0,0).
7. Demostrar que las funciones anteriores son analiticas, respectivamente, en
los siguientes dominios:
a) En todo R2.
b) En A= {(z,y) e R? : 2,y > 0}
¢) En todo R3.
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10.

11.

Calcular el desarrollo de Taylor de orden 1 (incluyendo el resto) de las
funciones:

a) f(z,y) =log(z +e¥) en (1,0).
b) g('Tay) = 1/'Ty €n (17 _1)
Sea f: Q) C R™ — R continua, no negativa y tal que

lim f(x) =0.

||| —o0
Entonces, f alcanza un maximo absoluto.

Sea f(x,y) = (az? + by?) exp(—(2% + 4?)), con a,b > 0. Determinar si
tiene extremos absolutos y, en caso afirmativo, calcularlos.

Estudiar los extremos de las siguientes funciones:
a) f(x,y) =2+ 3zy? — 150 — 12y, (z,y) € R2.

b) f(x,y) =sinz +siny + cos(x + ), (x,y) €]0,27[x]0, 27].
¢) f(z,y) = (z+2%) exp(a(y® +2° + 1)), (v,y,2) € R®.
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TEMA V: Funciones inversas e implicitas
1. Sea la funcién f : R® — R3 dada por f(x,y,2) = (€, sin(x + y), 7).

a) Probar que f es localmente invertible en (0,0, 0).

b) Probar que existen puntos en R® donde no se cumplen las hipotesis
del teorema de la funcion inversa.

2. Sea g : R — R dada por

T 2 i 1 o3
5 taisin g siz#0
g(x) =
0six=0.
Estudiar si g es localmente invertible en un entorno de 0.

3. Estudiar la existencia de inversa local de la aplicacién f : R? — R? definida
por f(z,y) = (e® cosy, e*siny) y decidir si existe inversa global.

4. Idem para f(x,y) = (22 — 32, 2zy).
5. Idem para f: A — R? donde

flay) = (&% +9)/2, (2% = y*)/2)

y A ={(z,y) € R? : > 0,y > 0}. Determinar, si existe, la funciéon
inversa.
6. Sea g : R? — R? definida por

g('rayaz) = (62y + 622a62x - 62Zax - y)

a) Probar que g es diferenciable en R? y posee inversa diferenciable en
un entorno de cada punto.
b) Probar que g no sélo es inyectiva localmente, sino también global-
mente.
7. Se considera la aplicaciéon f : R? — R? definida por

flu,v) = (" + €%, e* —e").

Probar que f es localmente invertible en un entorno de cada punto (u,v) €
R2. En este caso, demuéstrese que f también es invertible globalmente
calculando su inversa. Comprobar que las matrices asociadas a las apli-
caciones diferenciales de f y f~! en puntos correspondientes son inversas
una de la otra.

8. Sean f € C}(R",R™) (con n < m)y a € R™.
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a) Si df, es inyectiva, pruébese que existe un subconjunto abierto A C
R™, con a € A, tal que la restriccién de f sobre A posee inversa.

b) Sea f:R? — R? definida por

flzy) = (z+y, 2% —y,y").

1) Hallese un punto de R? tal que, para cualquier entorno suyo, la
restriccién de f no tenga inversa.

2) Hallese un punto de R? para el cual exista un entorno de modo
que la restriccién de f sea inyectiva.

c) Sig(x,y) = (z+y,(z +y)% (z+y)°), (para qué puntos (a,b) € R?
posee g funcién inversa en un entorno de f(a,b)?.

9. (Estudio de las coordenadas polares en el plano) Considérese la
aplicacién ¢ : R? — R? definida por las ecuaciones

x =pcosf ,y=psinb.
siendo g1 =z, g2 = y.
a) Probar que g no es un cambio de variable (transformacién regular)

en R2.

b) Determinese un abierto A C R? tal que la restriccién de g sobre A
sea un cambio de variable y no exista ningtin otro abierto A’ C A tal
que g sea en A’ una aplicacion regular.

¢) Demostrar que la expresion del Laplaciano (dado aqui en cartesianas)

0? 0?
BiGe) = 5 E e + S,

con f € C%(R?), en coordenadas polares es

’ B an* 13]0* 1 an*
Af(paa) - apg (P,a) +; ap (pve) + pig 562 (pv 9)3

siendo
f (p,0) = f(pcost, psinf).

10. (Método de las caracteristicas en EDP) Sea la ecuacion en derivadas
parciales (llamada ecuacion de ondas)

orf 1

or2 w2 o2

donde f:R? - Ry v € R es una constante (la velocidad de propagacion
de la onda).
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

a) Compruébese que la aplicacion g : R? — R? definida por las ecuacio-
nes
(=xz+4vt,n=a—vt

es una aplicaciéon regular en R2.

b) Efectuar el cambio de variable anterior en la ecuacion y resolverla.
Comprobar que la ecuaciéon
P ray+y —11=0

define a y como funcién implicita de x en un entorno del punto z = 7 ,

en el cual toma el valor y = 5. Calcular las derivadas primera y segunda

de dicha funcion implicita en z = 7.

(Estudio de curvas algebraicas I) Comprobar que la ecuacién
P +try+y —11=0

define a y como funcién implicita de x en un entorno del punto x = 1 con
el valor y = 2. Calcular las derivadas primera y segunda de dicha funcién
implicita en 1.

(Estudio de curvas algebraicas IT) Estudiar la existencia de funciones
implicitas y = ¢(x) definidas por la ecuacion

y(@® —y?) —a2* =0
en un entorno del punto z = 0, con el valor ¢(0) = 0.
(Estudio de curvas algebraicas IIT) Idem para la ecuaciéon
R B DY S W
en un entorno del punto z = 0, con el valor ¢(0) = 0.

(Estudio particular de la Lemniscata de Bernouili) Se considera la
ecuacion

(2% +9?)? — 2a*(2? — y*) =0, con a > 0.
Determinar los puntos en los cuales la ecuacion no definde a una de las
variables como funcién implicita de la otra. Detyerminar aquellos puntos
en los que y es funcién implicita de x y calcular en ellos %.

(Estudio de sistemas no lineales sobredeterminados I) Comprobar
que el sistema de ecuaciones

r+y+2=0
r—y—2xz2=0

define a (x,y) como funciones implicitas de z en un entorno del punto
z = 0, con los valores (z,y) = (0,0). Calcular las derivadas primeras y
segundas de las funciones implicitas en z = 0.
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17.

18.

(Estudio de sistemas no lineales sobredeterminados IT) Comprobar
que el sistema de ecuaciones

{x2+y—z2—w2:0

2_w=0

N
define a (z,w) como funciones implicitas de (z,y) en un entorno del pun-
to (z,y) = (2,1) con los valores (z,w) = (1,2). Calcular las derivadas
parciales Dz, Dyz, Dyw, Dyw, D,z en dicho punto.

(Estudio de sistemas no lineales sobredeterminados IIT) El sistema

de ecuaciones
?+yP—z4+w-3=0
zy+zw+1=0,

(define a (z,w) como funciones implicitas de (x,y) en algin entorno del
punto (z,y) = (1,0) con el valor en este punto (z,w) = (—1,1)?.
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