VARIABLE COMPLEJA 1

Profesor: José A. Vallejo
22 de agosto de 2007

TEMA I: Problemas

1. Sean z,w € C con w # 0. Demostrar que |z + w| = |z| + |w]| si y s6lo si
z/weRy z/w>0.

2. Demostrar que no puede definirse una buena ordenacién sobre todo el
plano complejo C.

3. Expresar los siguientes ntimeros complejos en la forma z + iy:

a) (14 2i)3

b) =5

c) (32j§z)2

d) i+ i

e) 1-1:1‘@8

) A+an =1 —a)"
9) leﬁozol i*

4. Probar que

a) |[z+ 1] > |z — 1| si y sélo si Rez > 0.

b) Imz > 0e Imw > 0 implican que

=l <.
¢) |z —wl® < (1+[2*)(1 + [w]?).
5. Sean z,w € C. Demostrar que
1 —zw? — [z —w|* = (1 = [2[*)(1 — [w]?)
y deducir que

Z—w
1-zw

< 1.

a) |z < 1, |lwl <1=

b) 1 —zZw| = |z —w| <= |2| = 16 |w| = 1.



10.

11.

12.
13.
14.

15.

16.

17.

. Sean a, b, c € C tales que |z| = 1. Probar que

. Probar la ley del paralelogramo: Vz,w € C,

|2+ wl? + 2 — w = 2(|2* + [w]?).

aztb| — 1
bz+a

. Sea P(z) un polinomio con coeficientes complejos, esto es, P(z) = Z?:o ajzd,

y sea P(2) = >_7_(@;z’. Probar que

a) P(Z) = P(z) para todo z € C.

b) Sia; € R para todo j y zp es una raiz de P(z), entonces Z, también
lo es.

. Aplicar las féormulas de DeMoivre con el fin de obtener expresiones para

cos 5t y sin bt en funcién de cost y sint.

Probar la "identidad trigonométrica de Lagrange”

1 sin(n+ 1)t
1+cost+c052t+-~-+cosnt=f-i-(.if)
2sin 5

para sin = ;é 0.

Calcular las siguientes expresiones

\’/2 + 27

a

SRS
ips

c + 37

)
) v
)
d) V-1

Resolver la ecuacién z = 2" "1, siendon € Ny n # 2.

Determinar los valores x,y € R que satisfacen la igualdad z+iy = (v —iy)?.

Probar que las raices n—simas de la unidad distintas de 1 satisfacen la
ecuacion
14242244271 =0.

Dados 21, 29 € C, con 21 # 29, escribir el conjunto de los ntimeros comple-
jos que verifican |z — z1| = |z — 22].

Escribir las ecuaciones de una recta, una circunferencia y una elipse en
términos de z y Z.

Demostrar que si z1 + 22 + 23 =0 y |21] = |22] = |23] = 1, los tres puntos
son los vértices de un tridngulo equilatero inscrito en la circunferencia
unidad.



18. Encontrar los vértices de un poligono regular de n lados si su centro se
encuentra en 0 y uno de sus vértices es un complejo conocido z;.

19. Mostrar que z1, 22, 23 estan sobre una misma recta si y sélo si

Z1 — %
geR_

Z1 — 23



