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22 de agosto de 2007

TEMA I: Problemas

1. Sean z, w ∈ C con w 6= 0. Demostrar que |z + w| = |z| + |w| si y sólo si
z/w ∈ R y z/w ≥ 0.

2. Demostrar que no puede de�nirse una buena ordenación sobre todo el
plano complejo C.

3. Expresar los siguientes números complejos en la forma x + iy:

a) (1 + 2i)3

b) 5
−3+4i

c)
(

2+i
3−2i

)2

d) i5 + i16

e) 1+i
1+i−8

f ) (1 + i)n − (1− i)n

g)
∑100

k=1 ik.

4. Probar que

a) |z + 1| > |z − 1| si y sólo si Rez > 0.

b) Imz > 0 e Imw > 0 implican que
∣∣∣ z−w
z−w

∣∣∣ < 1.

c) |z − w|2 ≤ (1 + |z|2)(1 + |w|2).

5. Sean z, w ∈ C. Demostrar que

|1− zw|2 − |z − w|2 = (1− |z|2)(1− |w|2)

y deducir que

a) |z| < 1, |w| < 1 ⇒
∣∣∣ z−w
1−zw

∣∣∣ < 1.

b) |1− zw| = |z − w| ⇐⇒ |z| = 1ó |w| = 1.
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6. Probar la ley del paralelogramo: ∀z, w ∈ C,

|z + w|2 + |z − w|2 = 2(|z|2 + |w|2).

7. Sean a, b, c ∈ C tales que |z| = 1. Probar que
∣∣∣az+b
bz+a

∣∣∣ = 1.

8. Sea P (z) un polinomio con coe�cientes complejos, esto es, P (z) =
∑n

j=0 ajz
j ,

y sea P (z) =
∑n

j=0 ajz
j . Probar que

a) P (z) = P (z) para todo z ∈ C.

b) Si aj ∈ R para todo j y z0 es una raíz de P (z), entonces z0 también
lo es.

9. Aplicar las fórmulas de DeMoivre con el �n de obtener expresiones para
cos 5t y sin 5t en función de cos t y sin t.

10. Probar la �identidad trigonométrica de Lagrange�

1 + cos t + cos 2t + · · ·+ cos nt =
1
2

+
sin(n + 1

2 )t
2 sin t

2

para sin t
2 6= 0.

11. Calcular las siguientes expresiones

a) 3
√

2 + 2i

b) 4
√

i

c)
4
√√

3 + 3i

d) 3
√
−1.

12. Resolver la ecuación z = zn−1, siendo n ∈ N y n 6= 2.

13. Determinar los valores x, y ∈ R que satisfacen la igualdad x+iy = (x−iy)2.

14. Probar que las raíces n−simas de la unidad distintas de 1 satisfacen la
ecuación

1 + z + z2 + · · ·+ zn−1 = 0.

15. Dados z1, z2 ∈ C, con z1 6= z2, escribir el conjunto de los números comple-
jos que veri�can |z − z1| = |z − z2|.

16. Escribir las ecuaciones de una recta, una circunferencia y una elipse en
términos de z y z.

17. Demostrar que si z1 + z2 + z3 = 0 y |z1| = |z2| = |z3| = 1, los tres puntos
son los vértices de un triángulo equilátero inscrito en la circunferencia
unidad.
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18. Encontrar los vértices de un polígono regular de n lados si su centro se
encuentra en 0 y uno de sus vértices es un complejo conocido z1.

19. Mostrar que z1, z2, z3 están sobre una misma recta si y sólo si

z1 − z2

z1 − z3
∈ R.
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