INTRODUCCION A LA SUPERSIMETRIiA
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REsUMEN. Estas notas pretenden ser una introduccién elemental al tema de
la supersimetria adecuada a la formacion de matematicos, partiendo de los
conceptos basicos de la Mecéanica Cuantica. El objetivo fundamental es obtener
una realizacién de la superdlgebra de Heisenberg como una subalgebra del
algebra graduada de endomorfismos de un cierto superespacio vectorial (un
ejemplo del teorema de Ado en superalgebras de Lie), utilizando para ello el
modelo de Witten de la Mecéanica Cuantica supersimétrica.

Las notas tienen su origen en un seminario para estudiantes del posgrado en
Ciencias Aplicadas de la Facultad de Ciencias de la Universidad Auténoma de
San Luis Potosi impartido por el autor.
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1. INTRODUCCION

En los altimos tiempos, el tema de la supersimetria (en general, de todas las
teorias “super” ) ha pasado por todos los estados de reconocimiento posibles: desde
las primeras expectativas, quizas un tanto optimistas, a un parcial abandono o a una
inesperada resurreccién. El hecho es que se han mantenido a flote por dos razones
fundamentales: una, la mas mencionada, es la belleza y consistencia del formalismo
matematico que se emplea en su descripcién, pero la otra, mucho mas importante,
es su aplicacion a la explicacién de fendmenos que quedan fuera del alcance de
las teorfas clasicas. No se debe olvidar que ésta fue la motivaciéon original para
su introduccién, las teorias de supersimetria tienen una vocacién eminentemente
préactica.

Sin embargo, bien es cierto que es dificil apreciar estas posibles aplicaciones cuan-
do se estudia alguno de los textos clasicos sobre el tema (ver [Kos 77], [GSW 87],
[Wes-Bag 92]), y mucho menos atn es facil darse cuenta de lo natural que resulta el
punto de vista supersimétrico. Habitualmente, o bien se comienza discutiendo las
propiedades de las posibles extensiones del grupo de Poincaré para contemplar las
simetrias internas, o bien se estudian las colisiones entre particulas a altas energias
para ilustrar la necesidad de una unificacién de las interacciones en ese régimen.
Pero las raices de la teoria son mucho mas simples, y se remontan a los intentos
de F. Berezin de dar una tratamiento unificado para los bosones y fermiones en
el contexto de la Mecanica Cuantica (véase [Ber 66] y aplicaciones dentro de la
mecénica clasica en [Cas 76]).

Precisamente, estas notas tienen como objetivo el presentar a un ptblico mate-
matico las ideas méas bésicas de la supersimetria en un contexto elemental, accesible
con s6lo la base de unas nociones elementales de Algebra y Analisis Funcional. No
es imprescindible tener conocimientos previos de Fisica Cuantica (basta un curso
de Fisica Bésica), los conceptos necesarios para la comprension de la terminologia
habitual (bosones, fermiones, etc...) se irdn introduciendo a medida que se necesi-
ten. De este modo, el autor espera que las notas sean ttiles a los matemaéticos que
estén interesados en el tema y que se aproximen a él por primera vez.

Con el fin de mantener un nivel asequible, s6lo discutiremos la Mecanica Cuantica
Supersimétrica (SUSY QM), un estudio de las teorias de campo requiere de un
formalismo matematico méas avanzado y un tratamiento mucho méas extenso.

Comenzaremos con un breve repaso de c6mo se introdujo, histéricamente, el es-
pin. Un lector que no esté interesado en los aspectos fisicos del problema, puede
omitir su lectura sin problema; conceptos como el de operador de espin seran in-
troducidos més adelante dentro de un contexto puramente matemaético. La primera
parte de las notas (secciones 1 a 9) contienen una descripcion del formalismo basico
de la Mecéanica Cuéntica expresado de una manera mas formal que la acostumbra-
da en los libros de texto de Fisica, con el fin de que un matematico sin formacién
previa en Fisica pueda comprender el lenguaje de la segunda parte (el resto de
secciones), donde se presenta la construcciéon de una realizacion de la superalgebra
de Heisenberg como una subalgebra de los endomorfismos graduados de un cierto
superespacio vectorial, dando asi un ejemplo de la validez del Teorema de Ado en
la categoria de superalgebras de Lie. La seccién 11 es en realidad una excusa para
presentar los rudimentos de la teoria del algebra lineal en superespacios vectoriales.
Un lector con conocimientos previos del formalismo estandar de la Mecanica Cuéan-
tica puede pasar directamente a la seccién 11. La seccién 10 tiene un cardcter mas
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especializado que el resto, su intencién es la de presentar la idea de supersimetria
en un contexto mucho mas amplio que el de la Mecanica Cuéntica (el de las teorias
gauge) y su lectura puede omitirse sin problemas en caso de que se desconozcan los
conceptos que en ella aparecen.

La dltima seccién tiene por objeto mostrar como esta construccién no es un
mero ejercicio matemaético, sino que tiene profundas consecuencias en Fisica (que
van mucho mas alla de las limitadas aplicaciones que veremos).

Con el fin de que estas notas también puedan resultar de utilidad a aquellos
fisicos interesados en conocer la base formal de los trabajos sobre SUSY QM, se
ha evitado la presentacion habitual en Matemaéticas (definiciones, lemas, teoremas,
etc.) que tiende a ahuyentar a este tipo de lector. El autor espera que esta decision
no implique que quien se ahuyente sea el lector de inclinaciones matematicas.

Agradecimientos. Durante la elaboracién de estas notas, he tenido el beneficio de
numerosas discusiones con Juan Monterde, Gil Salgado, Adolfo Sanchez Valenzuela
y Jests Urias. A todos ellos quisiera darles las gracias por sus acertados comentarios,
sugerencias y utiles criticas. De manera muy especial quisiera agradecerle al arbitro
anénimo sus valiosos comentarios acerca de la bibliografia, gracias a los cuales el
lector puede disponer de una acertada seleccién de trabajos para profundizar en su
concimiento de la SUSY QM y otros temas relacionados. S6lo cuando uno mismo
ha intentado (sin éxito, por desconocimiento) encontrar las referencias adecuadas
para tratar tal o cual topico, se puede valorar en su justa medida la importancia
de disponer de tal base de datos.

Por supuesto, cualquier incorreccién, omisién o malinterpretacion en el texto, es
responsabilidad exclusiva del autor.

2. EL EXPERIMENTO DE STERN-GERLACH Y EL ESPIN

En el ano 1922 eran frecuentes en Fisica los experimentos de interaccién entre
particulas cargadas y campos magnéticos; por ejemplo, para una particula cargada
que pasa entre dos imanes con polaridades opuestas, dispuestos verticalmente, la
teoria electromagnética clasica, basada en el hecho de que la particula no es puntual
sino que se describe por una cierta distribucion de carga, predice lo siguiente:

1. Si la particula no gira sobre si misma, no hay desviacién vertical.
2. Si la particula tiene un movimiento dextrogiro, se desvia hacia arriba.
3. Si la particula tiene un movimiento levégiro, se desvia hacia abajo.

La magnitud de la desviacién depende de la distribucion de carga de la particula y
de la velocidad angular de giro. Veamoslo con més detalle: la teoria clasica supone
que cada particula tiene un momento magnético permanente u, dado por u = S
donde S es el momento angular intrinseco debido al giro de la particula *. A v se
le denomina coeficiente giromagnético o factor de Landé. Cuando la particula se
coloca en el seno de un campo magnético externo B el trabajo total que se efectua
es
W=—p-B,
el momento de torsién viene dado por

T=pxB,

IDenotaremos los vectores tridimensionales en negrita.
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y la fuerza sobre la particula resulta ser
F=V(u-B). (1)

En los experimentos (véase mas abajo) se suele disponer un campo inhomogéneo
B = (B,,0, B,), en la region por la que va a pasar el haz de particulas, se ajustan
los parametros del campo de manera que se tenga B, > B, y asi B ~ B,Z. En

estas condiciones, de la igualdad T = % resulta

dS,
ar =B

ds

o - %D
ds,

=0.

dt

Es decir, si escribimos S = S| +S, donde S| es la componente de S paralela al eje
Z vy S, su componente perpendicular, tenemos que la primera es constante, mientras
que la segunda gira alrededor del eje Z con una velocidad angular w = 7B,

Por otra parte, la componente de la fuerza que actta sobre las particulas del haz
en la direccién del eje Z es

0 0 0B,
Fz — & (Nsz +MmBac) — a (,usz) = Mz 92 )

por lo que se ve claramente que F, produce una desviacién de las particulas en
la direccion Z proporcional a la proyeccion p,. Conociendo % y esta desviacidn,
es posible conocer p, y, obviamente, no hay motivo alguno para no esperar medir
todos los valores posibles de esta componente, que iran desde — |u| a |/

Estas predicciones estaban siendo verificadas por O. Stern y W. Gerlach utili-
zando un haz de 4tomos de plata, cuando se encontraron con la sorpresa de que el
comportamiento observado no era el esperado (ver [Ger-Ste 24]): se observaba una
desviacion, pero no hacia arriba o hacia abajo, sino hacia arriba y abajo a la vez
(la Figura 1 da una representacion esquematica del experimento).

B, gradB

5cm 15 cm

FiGurA 1. Experimento de Stern-Gerlach.

La magnitud de la desviacion era la misma en ambos rayos y esto era totalmente
incompatible con el modelo clasico. En 1925 S. Goudsmith y G. Uhlenbeck (ver
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[Gou-Uhl 25]) propusieron una solucioén al enigma planteado por este experimento
mediante la introduccién de un nuevo “ntimero cudntico”?, el espin, capaz de in-
teraccionar con un campo magnético. De hecho, formalmente las propiedades del
espin son las mismas que las de un momento angular ordinario, por lo que a veces
se le denomina “momento angular interno” (sin embargo, debe resaltarse el hecho
de que el espin no esté asociado a ningin movimiento espacial, ni de la particula ni
de su distribucién de carga asociada, es una magnitud “intrinseca” a cada particu-
la, de ahi el calificativo de momento “interno” ). Al igual que al momento angular
orbital asociado al movimiento de rotacién del electrén alrededor del nucleo se le
asocia un momento magnético, al nuevo momento angular de espin se le asocia un
momento magnético m, con las mismas propiedades que p, en particular, su forma
de acoplarse a un campo magnético.

El caso es que experimentalmente se determina que el espin del electrén vale
1/2, y el operador (observable) correspondiente proyectado sobre un eje espacial,
digamos el del campo magnético entre los imanes B, admite s6lo dos valores propios:
1/2y —1/2 (véase la seccion 4). Esto, junto con el hecho de que el momento angular
neto de los atomos de plata se debe tnicamente al momento de espin del electrén
exterior de su capa de valencia, explica por qué se observan dos rayos desviados en
sentidos opuestos®.

3. ESPACIO DE ESTADOS Y OBSERVABLES

La descripcién cuantica habitual del estado de un sistema fisico se lleva a cabo
a través de su funcién de onda asociada, un elemento ¢ € L?(R?) del espacio de las
funciones con valores complejos y de cuadrado integrable (en sentido Lebesgue) de
R3. Este espacio resulta ser de Hilbert, y su producto escalar est4 dado por

W)= [ e @)

donde ¥* denota la conjugada compleja de .

Realmente, como estamos interesados en estudiar evoluciones temporales, los
objetos bésicos son curvas f : R — L%(R?) tales que f(t) = 1:(x), y es comtn
escribir simplemente 1;(x) = 1(t, x) diciendo que “la funciéon de onda depende del
tiempo” .

Una observacién: no hay que confundir ¥,(x) = ¢(¢,x) con una trayectoria de
la particula. La interpretacion estdndar de 1;(x) solo afirma que en cada instante ¢
hay una cierta probabilidad de hallar la particula en un entorno de x, no que en su
movimiento la particula describa una trayectoria definida (tal concepto esta fuera
de la Mecéanica Cuéntica debido a las relaciones de incertidumbre de Heisenberg,
véase el Apéndice A).

2Hist()ricamente, Goudsmith y Uhlenbeck no introdujeron la hipotesis del espin para explicar
los resultados de Stern-Gerlach, sino para corregir unas irregularidades observadas en el estudio
de ciertas series espectroscopicas, pero pronto se pudo ver, a la luz de la nueva propuesta, que
la explicacién que hasta el momento se daba del experimento de Stern-Gerlach (basadas en la
llamada “cuantizacion espacial”) era errénea, y que el espin servia también para dar una nueva
teoria mas acertada.

3Un 4tomo de plata tiene 47 electrones, de los cuales 46 se encuentran en un estado que tiene
momento angular orbital y de espin nulos, mientras que el electrén restante se encuentra en un
estado s!, que también tiene momento angular orbital nulo; por tanto, el espin total del 4&tomo es
el momento de espin de este electréon
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De acuerdo con la interpretacién probabilista de Max Born, el significado fisico
de la funcién de onda es que la probabilidad de encontrar el sistema en una posicién
e instante determinados viene descrita por la funcidn de densidad

p(t, X) = (¢, X) (¢, x), (3)

supuesta la normalizaciéon

9GOl = [ i =1. (4)

La interpretacion de Copenhague de la Mecénica Cuantica, basada en este pos-
tulado de Born, afirma ademas que el producto (2) proporciona la amplitud de
probabilidad de transicidn desde un estado del sistema descrito por ¢ a otro descri-
to por 1.

En la notacion de Dirac, un elemento de L?(R?) tal como ¢ (6 o(t,x) si trabaja-
mos con curvas) se escribe |p) (6 |p(t,x))) v se denomina “ket” . De acuerdo con el
Teorema de Representacion de Riesz, si ¢ es otro elemento de L?(R?) o un conjunto
de ellos dados por una curva 9(t,x), a cada uno le corresponde un elemento del
dual topolégico (L? (R3))/, es decir, un funcional continuo que actia mediante el
producto escalar y que se representa por (¥(t,x)|, el llamado “bra”: para cada t € R
se tiene

(P(t,x)] :L*R?) — C
lp(t,x)) = ((t,x), o(tx)).
Asi, para pasar de un estado |p(t,x)) a otro |¢(¢,x)) no hay mas que formar el
“bracket” de ambos.

Resulta evidente que la funcién de densidad (3), que codifica la informacion
basica acerca de la particula, no se ve alterada si en lugar de (¢, x) tomamos su
modificacién por un factor de fase global, esto es, una funcién de onda de la forma
e’ (t,x), donde a € C. Y, de hecho, ya hemos utilizado esta caracteristica al
imponer la normalizacién (4); en este sentido, a veces se dice que los estados de un
sistema fisico estén descritos por rayos en el espacio L(R?): se toma como espacio
de trabajo el cociente L?(R3),/R, donde la relaciéon de equivalencia es: ¥Ry si
y s6lo si existe un a € C tal que 1 = e'®yp (es decir, se trabaja con el espacio
proyectivizado P(L?(R?))). Entonces, el normalizar la funcién de onda equivale a
trabajar con el representante de la clase con norma unitaria.

Sobre estos estados [i(t,x)) actian los observables: llamamos observable a un
operador A € EndcL?(R?) tal que es autoadjunto respecto del producto escalar en
L?(R3). Es sabido que, en tal caso, A tiene todos sus valores propios reales y esos
valores propios (segtin postula la Mecanica Cuantica) son los posibles valores de las
mediciones de (la magnitud fisica que representa) A sobre el sistema.

La forma habitual de construir estos observables cuanticos procede por analogia
con sus contrapartidas cldsicas. Sin embargo, no existe un método general para rea-
lizar este proceso, conocido como cuantizacidn, por lo que definirlos correctamente
es casi un arte. De hecho, hay propiedades observables cuanticas que no tienen
un analogo clasico directo (como es el caso del espin en el experimento de Stern-
Gerlach) y, en definitiva, el problema de la cuantizacion es fundamental y sigue
abierto.

En cualquier caso, lo que nos interesa resaltar ahora es que si sélo consideramos
operadores actuando sobre funciones (o curvas) en L?(R3), nos estamos restringien-
do a propiedades del sistema que dependen de su extensién espacio-temporal, pero
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no es posible describir entonces propiedades “intrinsecas” como el espin de Gouds-
mith y Uhlenbeck. Es preciso ampliar el espacio de estados de L2(R?) a otro espacio
de Hilbert en el que tengan cabida los objetos necesarios para describir propiedades
como el espin, que no dependen del movimiento del sistema en el espacio fisico
tridimensional®.

En los siguientes parrafos veremos como la descripcion del espin 1/2 (es decir,
una magnitud fisica representada por un operador autoadjunto que s6lo admite dos
valores propios, uno positivo y otro negativo) puede hacerse muy facilmente en un
espacio bien sencillo: C2 = C x C. Si a este espacio lo llamamos “espacio de espin”,
por contraposicién al “espacio de grados de libertad espacio-temporales L*(R3)” |
vemos que el espacio total de estados para una particula de espin 1/2 es

H=LR")®C?

v los observables fisicos seran los endomorfismos autoadjuntos de H. La evolucién
del sistema nuevamente estard descrita por curvas en H: si f : R — H es una de

ellas, se tendré
s =ve (G ) =wexne (50 ). o)

(con la particularidad de que puede darse el caso en que a(t) y G(t) sean funciones
constantes).

Por supuesto esta no es la unica posibilidad, hay otras y para un espin diferente
se necesita otro espacio, pero para la discusién del modelo supersimétrico sencillo
que presentaremos esta descripcion es suficiente.

4. DESCRIPCION DE PARTICULAS CON ESPIN 1/2

;,Como explicar el resultado del experimento de Stern-Gerlach?. De acuerdo con
la hipétesis de Goudsmith y Uhlenbeck, el fenémeno observado se debe a que el elec-
tréon tiene espin 1/2 y a que esta nueva magnitud tiene dos posibles “proyecciones”,
:I:%. Un modelo para esta situacion es el siguiente: consideremos el espacio

= o= () moec).

dotado del producto escalar complejo (hermitico)

<17,C>=<< g )( s >>=a*7+6*5=nTC,

con nt = (n*)" la conjugacién hermitica (la traspuesta de la matriz conjugada
compleja). Diremos que n € C? es un estado de espin si ||n]| = /(n,n) = 1.
Identificaremos dos estados 7,  si existe un z € C con |z| = 1 tal que

1=sc=(5)

Es decir, si llamamos ~ a esta relacién de equivalencia y U(C?) = {n € C%: ||n| =
1}, trabajaremos con el espacio cociente

Sy =U(C?)/ ~

4Que esto es asi puede verse considerando que los resultados del experimento de Stern-Gerlach
no dependen de la orientacién espacial del dispositivo ni del estado de movimiento de éste.
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cuyos elementos se denominan espinores bidimensionales o biespinores. Sin em-
bargo, por comodidad, denotaremos las clases de equivalencia [n]. € Sy por sus
representantes, es decir, escribiremos [n]. = 7.

;,Cual es la estructura del espacio S7. Observemos que

So={neC>~R*:|n| =1} ~ 53
(la esfera unitaria en R*), y que la relacién de equivalencia ~, que determina los
estados fisicamente equivalentes, nos dice que se identifican todos los puntos que
bajo la correspondencia anterior van a parar a S* (la esfera unitaria en R?). Mas
concretamente, la 6rbita de un elemento cualquiera en el cociente Sy es difeomorfa
a S, pues
Me=1{CeC?:3z|=1,{(=2-n}=85"n.
Por tanto, el espacio cociente (o espacio de érbitas) es
Sy =83,/8"~ 8§52,

(donde S? es la esfera unitaria en R?) que resulta, por tanto, ser bidimensional.
Como curiosidad, mencionaremos que esta construccion es equivalente a lo que en
Matematicas se conoce como fibracién de Hopf de S3.

Llamaremos observables del espacio de espin a los C—endomorfismos autoadjun-
tos de (C2,(.,.)), esto es, a las aplicaciones C—lineales autoadjuntas A : C* — C2.
Del Algebra Lineal, es sabido que una tal aplicacién puede verse como una matriz
A € Matgyo(C) con coeficientes complejos:

(3 1)

tal que Al = A (se dice a veces que A es una matriz hermitica, y se representa
por A € Heray2(C)). En particular, esto implica que A posee dos valores propios
reales A1, A2 € R (se escribe entonces Aj, Ay € Specg(A)). Ademas, dado uno de
estos observables existen 71,7, € C? vectores propios tales que

Amjr = Aiom
Ang = Aa-1ma,
y {m1,m2} es una base ortonormal compleja de C2.
Como su propio nombre indica, los observables estdn asociados a medidas sobre
el sistema fisico que representan los estados. Veamos céomo son los resultados de
estas medidas: supongamos que un sistema se encuentra en el estado descrito por

el vector ¢ € C? y que se realiza una medida correspondiente al observable A, con
Specg(A) = {1, A2} y vectores propios {n:1,72}. Entonces, se puede escribir

C=ai-m+ax-n,
donde (por ser {n;,n2} ortonormal)
lon|* + aaf* = 1.

Pues bien, la hipotesis fundamental de la interpretacion estandar de la Mecanica
Cuantica dice que la medicién del observable representado por A en el estado ¢
da como posibles resultados Ai, Ao con probabilidades respectivas |041|2 , \a2|2 v,
ademas, tras la medicion, si se ha obtenido el resultado A; (j = 1,2) el sistema
pasa a estar descrito por el estado n; (j = 1,2); a este fendémeno se le conoce como
colapso de la funcion de onda. Dentro de este esquema, o = (n;,¢) es la amplitud
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de probabilidad para la transicién del estado ¢ al n;, y |Olj|2 es la probabilidad de
que esto se produzca.

A (n|A|n) = (n, An) € R se le llama valor esperado del observable A en el estado
7. Observemos que

(n]Aln) = loa[* M + |azl* As,
de modo que el valor esperado de A oscila entre A\ y A\o. También, fijémonos en que
los valores esperados de un observable son independientes del representante elegido
para describir el estado del sistema, ya que dos de ellos se relacionan por un z € C
tal que |z|* = 22 = 1:sin y ¢ = z -7 son dos representantes de un mismo estado
fisico
(CIAIC) = (z-m, A(z - m)) = =*= (n|Alm) = (n|Alm) .

Al igual que hicimos con los estados, ocupémonos ahora de la estructura del
espacio de los observables. Si A € Matox2(C) es uno de ellos, debe cumplir la
condicién At = A, de modo que si su representacién matricial es

o B
A_(v 5)’

P at ,7*

a=a"=relR
d=06"=seR
B=7"=u+1iveC,

A<r . u—i—w)'
U — S

Por motivos que seran evidentes enseguida, nos interesard reparametrizar A, po-
niendo en lugar de r, s, u,v € R unos nuevos coeficientes ag, a1, as, az relacionados
con los anteriores por

como

debe verificarse

o0 sea,

ap+asz =r
apg —asz = S
a; = u
as = v,
asi que nuestro observable mas general A pasa a ser
A:(a0+Q3 a1+ia2>. (6)
a1 — 1a9 ag — as
Resulta entonces que el espacio de todos los observables puede verse como
Obs = {4 € End (C?,(,,.)) : A= AT} ~R*,

que, a su vez, tiene estructura de espacio vectorial real y de (6) se puede hallar
facilmente una base explicita. De hecho, si se consideran las llamadas matrices de

Pauly
(01 (0 i (10
o1 = 1 0 , 02 = i 0 y, 03 = 0 -1 )

y se escribe op = ( (1) (1) ) = I para la matriz identidad, un observable A se

expresa como
A= ag0g + G101 + G202 + a303 = aoI +a-o,
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donde ¢ = (01,09,03),a = (a1,as2,a3) (esto es s6lo una notaciéon céomoda).
Ahora, es muy facil comprobar® que si se expresa A a partir de los parametros
agp, a, sus dos posibles valores propios son

Ay =apEy/a?+ad+a3 =ap+|al. (7)

Si ||lal| = 0, los valores propios son degenerados e iguales a ap.

Por definicion, el operador observable de espin 1/2 (o momento de espin 1/2) es
el vector de operadores autoadjuntos S dado por S = %(01, 09,03). Generalizando
la descripcion clasica de la seccidon 2, una particula con momento de espin % se
comporta como si tuviera un momento magnético asociado a ese espin, de la misma
forma que tiene asociado un mometo magnético a su momento angular orbital: se
introduce pues un momento magnético asociado al espin m, dado por

m = /’(‘BS7

es decir, el nuevo operador es m = £2 (01, 02,03), donde pp es una constante que

se conoce como magnetén de Bohr. Lo que interesa, por lo que respecta a la fuerza
que actua sobre la particula, es conocer los valores propios de la proyeccién de m
sobre una direccién dada en el espacio (cfr. (1)): si u = (u1, uz,u3) € R? es una tal
direccién, resulta que la proyeccién del operador m es

B uB [ us up — iug
m-u=—(uy-01+02- U2 +03-U3) = —~ . )
2 ( 1 1 2 2 3 3) 2 ( uy + tus —us )
y de acuerdo con (7), los valores propios de esta proyeccion son

UB
Ap =+
= +52 |,

asi que si u es unitario obtenemos Ay = £42. Es habitual tomar u = Z, en cuyo
caso se escribe "
B
m, = +—
2

para los valores propios de la proyeccién del momento magnético de espin.

Por tanto, este formalismo da cuenta de los resultados del experimento de Stern-
Gerlach: en un haz de atomos de plata, los electrones “exteriores” cuyo espin es
1/2 se hallaran en uno de los dos estados posibles para la proyecciéon del espin, el
dado por el valor propio £ o el dado por —42, y las fuerzas que acttian en cada
caso seran colineales pero de sentidos opuestos, es decir, los 4tomos se desviaran
en uno de los dos sentidos (arriba o abajo) dependiendo de si el estado del electron
“exterior” se corresponde con el vector propio correspondiente a 4> o —£2.

Por otra parte, tenemos que los estados del espacio de espin C? se pueden expre-
sar en la base ortonormal formada por los vectores propios de m - u, llamémoslos

7+, ¥ que estdn definidos por
(m-u)ne = Agns.

Asi, para todo ¢ € C? se puede poner ¢ = a7 +aan_, con |a1|2+|a2|2 = 1. Como
ya hemos mencionado, es comin tomar u = 2 y escribir ny = ny,7- = n;(con sus
correspondientes a; = ap,a— = «), de modo que un estado de espin seréd lo que
se conoce como un “biespinor”:

_ Qg _
¢= ( o ) =gy + oy,

SEjercicio para el lector
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y las funciones de onda completas (5) se escriben entonces en la forma

f(@) = (t,%)) @ (ay |+) + - [=))

=0y |t7 X, +> +a_ |ta X, 7>
donde, obviamente, |t,x,+) = [ (t, X)) ® |£).

5. LAS ECUACIONES DE SCHRODINGER Y DIRAC-HEISENBERG

Al igual que la dindmica en Mecénica Clésica viene determinada por la ecuacion
de Newton para una trayectoria en el espacio euclideo tridimensional x = x(¢),
que para fuerzas que derivan de un potencial se escribe en funcién del operador
gradiente V como

d’x

Tz —VV ox,
en Mecanica Cuantica toda particula interaccionando con un potencial V(x) (su-
pongamos por simplicidad potenciales dependientes s6lo de la posicion) viene descri-
ta por su funcién de onda W(x,t) 6, que satisface la llamada ecuacion de Schrédinger

ov ? (00 9% 9?0
h— = —— v = HU(x,t
ih 5 ( e (8:172 + RYE + 822) —|—V(X)> (x,1) (x,t), (9)
aqui, H = —% (g—:z + g—; + g—;) + V(x)- es el observable denominado Hamilto-

niano cudntico del sistema. Aplicando el conocido método de separacion de variables
(es decir, suponiendo que ¥(x,t) = &(x)F(t)), esta ecuaciéon puede reducirse a otra
més sencilla, denominada ecuacion de Schridinger independiente del tiempo:

Hd(x) = Ed(x), (10)

donde E es una constante real” que, por analogia con el caso clasico, se identifica
con la energia del sistema. Esta ecuacién puede generalizarse al caso de que existan
“yariables internas” como el espin; de hecho, recordando que el espacio de Hilbert
que describe los estados del sistema (por ejemplo para una particula de espin 1/2)
tiene la estructura H = L?(R3) ® C2, lo anterior deberia escribirse:

- a 8 h2 82 82 32

esto es, el Hamiltoniano seria

K2 [ 02 H? H?
H = <—2Tn <8T2 + (977/2 + 822> +VL2(R)) ®V(C2'

En concreto, para una particula de espin 1/2 en el seno de un campo magnético B,
va hemos visto que es

Ve2 = S - B,

6Para explicar la aparicién de t recordemos que, realmente, cuando decimos “funcién de onda
U (x,t)” nos estamos refiriendo a una “curva en el espacio de estados ¥ : R — L?(R3) ® C?”. La
ecuacion de Schrodinger, como ecuacion dindmica, es una ecuacién para estas curvas pero el uso
ha consagrado la identificacion de la curva ¥ con su imagen.

7Observemos que E resulta ser un valor propio del observable H y éste, por hipdtesis, es un
operador autoadjunto.
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y asi, cuando sélo interesa estudiar la evolucién del factor de la funcién de onda
completa pertenenciente a C2, se dice que el Hamiltoniano de una particula de espin
1/2 en un campo magnético B es

H:,LLBS~B.

Por tanto, vemos que es el Hamiltoniano el que determina toda la dindmica del
sistema, que bésicamente se reduce a un problema de valores propios para este
operador.

Heisenberg y, de manera independiente, Dirac proporcionaron una ecuacioén béa-
sica para la dindmica cuantica diferente de la de Schrédinger®. Para comprender su
significado, recordemos brevemente la formulacién de la dinamica Newtoniana en
términos de los corchetes de Poisson. Suponiendo una particula que se desplaza en
R3 siguiendo la curva x = x(¢) bajo la influencia de un potencial V' € C>(U) (con
U C R? una cierta regiéon que podemos suponer abierta), la ecuacién de Newton es

d*x

dt

Introduciendo la variable v(t) = 2 y llamando #(t) = (x(t),v(t)) a la curva en
U x R? determinada por x(t) y su derivada®, el sistema anterior se transforma en:

v(t) = 4% (t)

L (t)=-VVox(t)

(t) = —VV ox(t).

(11)

En términos del Hamiltoniano del sistema, que es la funcién H € C*°(U x R3) dada
por
1
H(x,v) = 5|IvII* + V(x),

las ecuaciones (11) se escriben (para i € {1,2,3})

da’ (t) oH i(t)

S TR (12)
G (t) = 52 o (1)

que son conocidas como ecuaciones de Hamilton. Para resolver estas ecuaciones,
que son equivalentes a las de Newton para el caso que estamos considerando, es
preciso dar unas condiciones iniciales sobre x(t) y v(t). En otras palabras, para
determinar el estado futuro de un sistema clasico es necesario tener las ecuaciones
de evolucién (12) y conocer x(t), v(¢) en un instante dado ¢y. Por eso, en Mecanica
Clasica a U x R? se le denomina espacio de estados del sistema (a veces, también se
le denomina espacio de fases, aunque no son exactamente lo mismo, pues el espacio
de fases es un subfibrado del cotangente, cfr. la nota a pie de pagina precedente).
Supongamos ahora que queremos evaluar una funcién f a lo largo de una tra-
yectoria Z(t) = (x(t),v(t)) en el espacio U x R3, donde introducimos coordenadas

8Baujo condiciones muy generales, las dindmicas proporcionadas por ambas ecuaciones son equi-
valentes, aunque esto no es cierto con toda generalidad. L.a Mecanica Cuéntica en la formulacion
de Born, Heisenberg, Jordan y Dirac es mas general que la de Schrodinger.

9En realidad, () es el levantamiento de la curva x(t) al fibrado cotangente T*U = Uxer TxU,
donde v(t) € Ty(4)U se identifica con su imagen mediante el isomorfismo T;(t)U ~ Ty (1)U inducido
por la métrica asociada a la energia cinética. Pero para el propdsito de estas notas, podemos ignorar
estas sutilezas.
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{zt, 2% 23, v, 02, v3}. Se tiene que, aplicando la regla de la cadena y las ecuaciones
de Hamilton,

d(foZ) — of dz’ of dv’
a0 = | w0+ g, w0
= X a |, @) - 5| FRED) . (3)

= i (B - 35 0
Esto se suele escribir en forma més compacta omitiendo la trayectoria particular
Z(t) e introduciendo el llamado corchete de Poisson, una aplicacién R—bilineal
{,.}:C®°(U x R3) x C®(U x R3) — C>®(U x R?) definida por
3
of og  Of 0Oy
= - — =] 14
{f.9} Z <8Jﬂ vt vt Ozt (14)

i=1

Las ecuaciones (13) resultan ser, entonces,

daf
o =1y, (15)

llamada la ecuacién de Poisson. Lo que hizo Dirac fue postular una ecuacién dina-
mica cuantica analoga a (15), pero reemplazando los observables clasicos (en general
funciones de C°° (U xIR™)) por observables cuénticos (operadores de Endc(L?(R™))).
Para el caso n = 1, esto se traduce en las llamadas ‘“reglas de cuantizacién canéni-
cas”
T =T
d
— —ih—-
P dx
y el corchete de Poisson por el llamado conmutador cuéntico [.,.] definido mediante:

[A,B] = % (AoB—BoA), YA, B € Endc(L*(R))

(véase el Apéndice B, donde se reproduce el razonamiento de Dirac para llegar
a esta expresion) de manera que si A € Endc(L*(R)) es un observable cualquie-
ra que depende de posiciones, velocidades e implicitamente del tiempo (pero no
explicitamente) su evolucion esta dada por la ecuacion de Dirac-Heisenberg:

dA
dt [ ) ]7

siendo H € Endc(L*(R)) el Hamiltoniano cuéntico del sistema.

6. EL TEOREMA DE CONEXION ESPIN-ESTADISTICA

Mediante experimentos del tipo Stern-Gerlach, pronto se pudo determinar que
las particulas elementales se podian clasificar segin su valor del espin en dos gru-
pos: aquéllas con espin entero, llamadas bosones, y aquellas con espin semientero,
llamadas fermiones. Ejemplos de la primera clase son los fotones (espin 1), y de la
segunda, como ya hemos mencionado, los electrones (espin 1/2). La denominacion
“boson” y “fermién” se debe a la diferente estadistica que obedecen estas particulas:
de Bose-Einstein o de Fermi-Dirac, respectivamente. Con el fin de explicar esta fra-
se, supongamos ahora que disponemos de un conjunto de particulas indistinguibles,



14 JOSE A. VALLEJO

tales como los electrones en un haz de &tomos de plata, aunque para simplificar
la discusién sélo consideraremos dos de ellas. La propiedad de indistinguibilidad se
traduce en que

H(1,2)=H(2,1), (16)
donde “1” representa todo el conjunto de parametros (llamados “ntmeros cuanticos”
en Fisica) necesarios para describir la particula 1 (incluido su espin), y lo mismo “2”
para la particula 2. La ecuacion de Schrédinger para este sistema de dos particulas
se escribe entonces como H(1,2)¥(1,2) = EV(1,2), aunque al no importar c6mo
etiquetemos a las particulas, esto es equivalente a H(2,1)¥(2,1) = E¥(2,1).

Ahora bien, haciendo uso de (16), también resulta

H(1,2)¥(2,1) = E¥(2,1). (17)

Llegados a este punto, conviene introducir el llamado operador de intercambio
Py5, que aplicado a un estado intercambia todas las coordenadas (espaciales y espin)
de las particulas 1 y 2, es decir, P;o¥(1,2) = ¥(2,1). Asi, de (17)

HP,U(1,2) = BU(2,1) = EPU(1,2) = P EY(1,2) = PoHY(1,2),

0, lo que es lo mismo en términos del conmutador entre operadores 19, definido por
[A,B] =AoB—-BoA,
[H, Pr2]_ = 0. (18)
Notemos que, como hemos senalado en la seccién precedente, la estructura formal
de la Mecanica Cuéntica en la forma en que la estamos utilizando (a la Heisenberg),
es idéntica ala de la Mecénica Clésica en la formulacién de Poisson reeemplazando el
corchete cléasico de Poisson { , } por el conmutador cuéntico [ , ]. En particular,
la evolucion temporal de las magnitudes representadas por los operadores como
Py5 viene dada por su conmutador con el Hamiltoniano, por lo que (18) nos dice
que el operador de intercambio es una constante del movimiento. Otra propiedad
importante de este operador es su idempotencia: (P12)?¥(1,2) = ¥(1,2), asi que
sus valores propios son =£1; sus funciones propias son las combinaciones simétricas
y antisimétricas

W (1,2) = L (W(1,2) + B(2,1))
y (19)

El que Pjs sea una constante del movimiento, implica que un estado que es
simétrico en un instante inicial siempre sera simétrico y que un estado antisimétrico
siempre seguira siendo antisimétrico. Lo verdaderamente importante (tanto que a
su descubridor, Pauli, le vali6 el Nobel en 1945), es que la simetria o antisimetria
bajo el intercambio de dos particulas es una caracteristica de las particulas, y no
algo que se pueda decidir en la preparacién del estado inicial. Esta propiedad se
conoce como teorema de conexion espin-estadisticall y afirma que:

10S0bre la notacion: muchos autores denominan [, ] a lo que nosotros estamos llamando
conmutador de endomorfismos, [ , ]| . Estos autores escriben la ecuaciéon de Dirac-Heisenberg
como JA
th— = [A, H].
dt

LA veces se habla del “principio” de conexi6n espin-estadistica, pero hay que hacer notar
Y

que uno de los logros (quizas el logro) de la teoria cuantica de campos axiomatica, es que este

enunciado se deriva como un teorema a partir de unos postulados, véase [Str-Wig 89].
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1. Los sistemas consistentes en particulas idénticas con espin semientero se
describen mediante funciones de onda antisimétricas, y se dice que obedecen
la estadistica de Fermi-Dirac.

2. Los sistemas consistentes en particulas idénticas con espin entero se des-
criben mediante funciones de onda simétricas, y se dice que obedecen la
estadistica de Bose-FEinstein.

7. PRINCIPIO DE EXCLUSION Y NUMEROS DE OCUPACION

Una consecuencia inmediata del teorema de conexion espin-estadistica que en un
sistema no puede haber mds de dos fermiones en un estado de energia, momento
angular, paridad, etc... definidos'?, limitacion que no existe en el caso de los boso-
nes. Este enunciado, se conoce como Principio de exclusion de Pauli. Vamos a ver
con algo de detalle esta implicacién, ya que es la clave para la introduccién de las
ideas de la Supersimetria (al menos por lo que respecta a estas notas).

Supongamos pues un sistema de N fermiones indistinguibles (digamos N electro-
nes), descritos por las funciones de onda respectivas ¢ (v1), ..., ¥n (vn) (pensemos
que en v van incluidos todos los niimeros cuanticos del sistema, pero esto son sélo
etiquetas: jlas particulas son indistinguibles!). Recordemos de la seccion 3 que esto
significa, en el ejemplo de particulas de espin % (recuérdese (8))

i) = ay |6, x,+) + a_ |t,x,—) .

El intento naif de formar una funcién de onda comin a partir de las de cada
particula es, obviamente, el producto tensorial ¢ (v1) ® - - ® ¥n (VN ), pero lamen-
tablemente esta funcién no satisface el requisito de antisimetria. Una manera facil
de conseguir que si se cumpla, es mediante el operador de antisimetrizacién!'®: se

toma la funciéon ¥ definida por

U = \/% Z Sig(o’)wl(l/a(l)) K& 'l/)N(Va(N))

‘oeSN

donde Sy es el grupo de permutaciones de N elementos y sig (o) es la signatura de
la permutacion o. Es claro que U es antisimétrica bajo el intercambio de las coor-
denadas de dos particulas cualesquiera (jes la generalizacion de (19)!). De hecho, ¥
se puede escribir como un determinante, el llamado determinante de Slater (donde
el producto de los factores debe entenderse como producto tensorial):

P1(v1) Yi(re) o i(vn—1) Y1(vn)

. Ya(r1) Yo(ve) oo Pa(vn-1) V2(vN)
Unoa() Unoa(ms) e Unawo1) Unoa(ow) |

Yn(v)  Yn(re) o WUn(un-1)  Un(vw)

2Fn un hipotético sistema de tres o mas fermiones, dos de ellos tendrian la variable de espin
con valores opuestos y el tercero repetiria los valores de esta variable, lo cual, por la antisimetria
de la funcion de onda, implicaria que ésta es nula

13Fijémonos en que este operador no es otro que el operador Alt que pasa del producto tensorial
al exterior sobre moédulos o espacios vectoriales.
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de modo que es manifiesto que la funcién de onda total ¥ se anula idénticamente
si dos cualesquiera de las funciones v;(v;) son la misma, es decir: en un sistema de
N fermiones no puede haber dos de ellos en el mismo estado cuantico'®.

Naturalmente, este proceso no agota todas las posibilidades de obtener funciones
de onda totales para un sistema de fermiones que sean antisimétricas. Por ejemplo,
podemos tomar combinaciones lineales de determinantes de este tipo y el resultado
es automadticamente antisimétrico. Esta idea es la base de una construccién més
general llamada en Fisica espacio de Fock. Veamos cémo se describe en Fisica:
nuestras funciones de onda pertenecen a un cierto espacio de Hilbert separable
que, como buen espacio vectorial provisto de producto escalar complejo (jy con
respecto a la métrica inducida por el cual es completo!) posee una base numerable
y ortonormal de funciones, {¢; }j cn- Los estados de una particula de nuestro sistema
se pueden expresar como el conjunto de limites de todas las combinaciones lineales
delas ¢; (v) (tomadas de una en una, es decir, cosas del tipo a1 1 +- - - +agpr+---),
y se puede probar que los estados antisimétricos de N particulas estan formados por
todas las combinaciones lineales de los determinantes de Slater obtenidos tomando
N funciones de entre las {¢; }jeN' Este es el llamado espacio de Fock de orden N
del sistemal®, y el espacio de Fock total es la clausura de la suma directa de todos
ellos para los diferentes valores de N. En realidad, como vemos, el espacio de Fock
es el resultado de tomar la clausura del cociente del algebra tensorial del espacio
de Hilbert (considerado como simple espacio vectorial) por el ideal engendrado por
la antisimetrizacion aplicada a los elementos generadores, es decir: desde un punto
de vista matematico no es otra cosa que la clausura del algebra exterior del espacio
de Hilbert original.

Vamos a introducir una notacién mas cémoda para estas funciones de onda
antisimétricas de N fermiones, basada en el hecho de que cualquier espacio de
Hilbert separable de dimensién infinita es isomorfo a un espacio de sucesiones (véase
[Von 32]). Supongamos que los diferentes estados base que puede tener una sola
particula se enumeran como

{¥1(v1), Y2 (v2), ¥3(vs), ...} = {i(vi) bien;

como ya hemos mencionado, el Principio de exclusion de Pauli hace que en cada
uno de los estados descritos por 91 (v1), ..., ¥~ (vn) haya una o ninguna particula,
pero nunca dos o mas. Una manera muy conveniente de escribir las funciones, pues,
es indicar los estados que estan “ocupados” : aquellos en los que se encuentra alguna
particula. De este modo, en general escribiremos

|n1,n2, >

para la funcién de onda total que describe a ny particulas en el estado ¥, no
particulas en el estado 19, etc. La particularidad es que las n; sélo pueden tomar
los valores 1 y el resto se sobreentiende que es 0 (hay una representacién similar para
los estados de bosones, pero estos no tienen esa limitacion: n; puede ser cualquier

Fsto solo es cierto para fermiones en un mismo sistema. No se aplica a fermiones cuyas
funciones de onda estan completamente incorrelacionadas.

150psérvese que estamos suponiendo N particulas indistinguibles. Cuando no es asi, la estruc-
tura del espacio de estados total si es la del producto tensorial de los espacios individuales de cada
particula.
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natural). Por ejemplo,

|11> = |170507070a07 > = 1111(”1)
11, 15) = [1,0,1,0,0,0,...) = 5 (1 (1) @ 3(vs) — Ps(vs) @ 1 (11)).

En cualquiera de los casos, n1+no+- - - = N. Esta manera de describir los estados del
sistema, con mucha propiedad se llama representacién por el nimero de ocupacion.

8. EJEMPLO: UN BOSON Y UN FERMION EN UNA CAJA

Consideremos un bosén (digamos, un pién 70 cuya carga y espin valen 0) y un

fermion (un e~ con carga —1 y espin 1/2), sin interaccion entre ellos, moviéndose
a lo largo de una recta y confinados a la region 0, L[. La descripcién matematica
de esta situacién se basa en tomar un potencial C* a trozos (llamado de “pozo
cuadrado infinito” por razones obvias) de la forma

cosir>Lox<0
Vi(z)=
Osi0<zxz< L,

que separa la recta en tres regiones: |—00,0],]0, L[, [L, +oo[. Solo la segunda de
ellas tendré interés desde el punto de vista del calculo (jy desde el fisico también!),
pues obviamente la funcién de onda de cualquiera de las particulas en las otras dos
es 0.

Olvidémonos por un momento del espin de las particulas. Busquemos soluciones
separables a la ecuacion de Schrédinger para V (z), esto es, en la forma ¢ (t,z) =
¢(x) - f(t). Por lo que respecta a su comportamiento espacial, cualquiera de ellas
vendra descrita por una ¢(z) € L?(]0, L[) que satisfaga la ecuacién de Schrédinger
en la region |0, L[ C R (en la cual V(x) =0, cfr. (9), (10)):

h2
=" (@) = Bo(x), (20)

donde suponemos que E —la energia de la particula— es positiva, en tanto que la
parte temporal esté descrita por una f(t) € L%(]0, L[) con

1B
1) = =5 1(0),
0 sea
f(t) = exp(—iEt/h),
de modo que la funcién de onda espacio-temporal seria
P(t,x) = ¢(x) exp(—iEt/h).

Ocupémonos ahora de las soluciones a (20). El polinomio caracteristico de la
ecuacion es P(\) = %/\2 + E, con raices imaginarias A = +iv2mE/h, por lo que
una base del espacio de soluciones es la trigonométrica y existirdn unas constantes
A, B tales que

¢(x) = Acos (J:\/M/h) + Bsin (m@/h) .
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En definitiva, nuestra funcién de onda espacio-temporal para cualquiera de las
particulas en la caja tendra que ser de la forma,

(A cos (@) + Bsin <@)) e R (2,t) €]0,L[ x R
P(t,x) =

0, z>Lo6x<O.

Las constantes A, B se pueden determinar por las condiciones de frontera, prove-
nientes del hecho de que el potencial esta definido por secciones pero queremos
que las soluciones correspondientes a cada secciéon se empalmen adecuadamente
para dar funciones C* (en inglés, a estas condiciones se las denomina “matching
conditions”):

Y(t,0)=0=1(t, L), Vt € R,

de donde es inmediato que
A=0y Bsin (L\/2mE/h> = 0.

La segunda condicién no implica que la constante E (en principio arbitraria) sea
nula, sino que Lv2mE/h =nm con n € Z — 0, esto es

> 2n? [ hr\?
S om ( L > ’
de manera que las posibles energias de las particulas no pueden tomar valores
arbitrarios, sino s6lo algunos de ellos parametrizados por n € Z — {0}: jésta es la
famosa cuantizacion de la energia!. Fijémonos en que, por aparecer la n elevada
al cuadrado, podemos tomar'® n € N. Escribiremos E,, cuando queramos hacer

explicito el valor concreto a que nos referimos.
Con esto, la funcién de onda pasa a ser

2m

Bsin (%Tx) exp (—ih2"2 (%)Qt) , (z,t) €]0,L[ xR
LZJ(t,ZE) =
0, z>L6x<0.

Para determinar la constante B, utilizaremos el hecho de que la funcién de onda
del sistema debe estar normalizada a 1:

/ Yt 2)*(t, z)dx = 1, Vt € R.
R

En nuestro caso, la ecuacién precedente se reduce a

L
/ B?sin*(wz)dx = 1, donde w = %7
0

[BQ (;C - i sin(wa))]: =1,

/12
B = ZEZSD,

160 bservemos que el valor n = 0 no es admisible fisicamente, pues conduce a una funcion de
onda nula y ésta no puede cumplir el requisito de normalizacién (4)

esto es

de donde resulta
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con @ € [0, 27]. Por tanto, la funcion de onda espacio-temporal de cualquiera de las
particulas serd una de la familia, para n € N,

2 sin (2 z) exp (fi (h;’f (%)Qt - cp)) , (x,t) €]0,L[ xR

an (t; I) =
0, z>L6x<0.
(21)
Notese la indeterminacion de la funcion de onda v, (¢, ) introducida por el factor de
fase e'. La notacion habitual (en términos de los bra y kets de Dirac) es ¢, (¢, z) =
[t,z,m).

Para el pion ¥, que tiene espin 0, éstas son las funciones de onda totales. Ahora
podemos considerar la inclusion del espin para el caso del fermion, que dard como
funcién de onda total el producto tensorial de v, (t,x) por una de las funciones
espinoriales ¢ = an; + 01 que ya hemos estudiado. Con mayor precisién, para
el 0 tenemos que el Gnico nimero cuintico es n —esto es, v es un conjunto de
pardametros con un unico elemento: n— y los estados base seran {v;(v;) }ien, donde
para cada i € N, ¢;(t,z) esta dada por (21). Abreviadamente, se suelen denotar
estas funciones de onda por {|i)};en. Para el fermién, podemos numerar los estados
base, de acuerdo con (8), como

{llv +> ) |17 *> ’ |27 Jr> ) |Za 7> ’ }7
donde, recordemos, |i,£) = |¢;(¢, x)) @ |£).

9. EL ALGEBRA DE LOS OPERADORES DE CREACION Y ANIQUILACION

Volvamos al estudio de un conjunto de N particulas fermiénicas indistinguibles.
Nos interesa ahora una situaciéon mas dinamica, en la que los fermiones de nuestro
sistema, pueden pasar de un estado a otro. Esta es la situacién que uno estudia, por
ejemplo, en teorfa cuantica de campos (QFT), donde se va incluso un paso més alla
y se admite no so6lo que los estados de las diferentes particulas puedan cambiar, sino
también el propio nimero de éstas. Salvo algunas particularidades técnicas (jmuy
importantes!) las ideas centrales de la QFT en su presentacion estandar se basan
en una generalizacién del formalismo que vamos a introducir ahora para describir
cambios de estado, a uno que describa procesos de creacién y aniquilaciéon de las
propias particulas.

Definimos, formalmente, un operador creacién que crea un estado de una parti-
cula en el modo k—simo, b;:

T —
by In1, o, .oy, ) = N1, g, ong + 1,000,
v un operador aniquilacion que destruye un modo, by:
bk ‘nq,’n/g, ceey Ny > = |n1,n2, ey N — 1, > .

Naturalmente, hay que establecer alguna regla adicional para estos operadores,
pues no podemos violar el Principio de exclusién y tener mas de una particula en el
mismo estado. Como ademés sabemos (por la misma razén) que los n; de partida
no pueden valer mas de 1, tenemos las reglas obvias:

(12 =0, y (b)? =0,
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actuando sobre cualquier estado. Asi, tendremos, por ejemplo (si |0) representa el
estado en que todos los modos del sistema estan desocupados):

bl 0) = 1) = ¥ (v)
y también!”,

1

bL/szc 0) = |1, 1) = 3 (Y (vk) @ Yur (Vpr) — Vi (Vi) @ V() -

Fijémonos en que la antisimetria de la funcién de onda total (i.e: |1p/,1g) =
— |1k, 15/) implica que

blb}10) = —bLbL 10) (22)
es decir:

(bibl, +bLblY |0) = 0.
No hay nada de especial en este célculo que se refiera al |0), de hecho, podemos
escribir con generalidad

Tt Tt
bpby, +byb, =0,
y es costumbre abreviar esta expresion escribiéndola en términos del anticonmuta-
dor [.,.]+, definido para un par de operadores A, B como [A, B]; = Ao B+ Bo A:
b, b4 = 0.

Asi, decimos que los operadores de creacion anticonmutan entre ellos (observemos
que el caso k = k' también esta trivialmente incluido). De manera totalmente
andloga se ve que también los operadores de aniquilacion anticonmutan entre ellos:

bk, brr]+ = 0,

asi que para establecer el dlgebra de los operadores de creacién y aniquilacién,
debemos estudiar qué ocurre con su anticonmutador cuando cada uno es de un
tipo. Es trivial que si k # k' se tiene:

[bl, bk/]+ = 07
luego podemos centrar nuestra atencion en el caso de [bL, bi)+-

Consideremos las siguientes actuaciones, que se deducen de las definiciones y del
Principio de exclusion de Pauli:

{ bibr|0k) =0,  bgbl|0) = |Og)
bibe [Li) = [1x) . beb] 1) = 0;
sumandolas con coeficientes arbitrarios a y (3, resulta:

a(blbe + bb}) [08) + B11x) = [0k) + B[11).

asi que para operaciones efectuadas sobre cualquier vector que describa el modo
k—simo,

(23)

b]tbk + bkb;i =1.
Por supuesto, el modo k—simo es totalmente arbitrario, es decir, realmente tenemos
un resultado general:

[bf, bkl = 1.

"Recuérdese que el orden de actuacion de los operadores (que se traduce en el orden en que
se toman los términos del producto tensorial) es importante.
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De forma unificada, podemos resumir las férmulas obtenidas diciendo que
[bL, birl+ = Oknr - (24)

Ademas, de (23) resulta evidente que el operador ng = bzbk juega el papel de

operador numero de ocupacion del estado k—simo, y de hecho asi se le conoce. Estos

operadores son muy importantes en el esquema algebraico de la Mecanica Cuéntica;

de hecho, es bien sabido que definiendo el operador nimero total N = > ny, el
k

Hamiltoniano del oscilador arménico cuantico (bosénico) se expresa como

1
H=N+ 5
(véase, por ejemplo, [Gas 03] para profundizar en este aspecto).

Hasta ahora hemos trabajado con fermiones, pero el mismo anélisis formal puede
llevarse a cabo con bosones, particulas para las cuales no existe la restriccion im-
puesta por el Principio de exclusién de Pauli. Revisando, o mejor dicho, repitiendo el
argumento que hemos dado y haciendo los cambios pertinentes'® (especialmente en
(22), jdonde ahora hay que tener en cuenta la simetria!), es facil convencerse de que
para el caso de los bosones, el dlgebra de los operadores de creacién-aniquilacién,
que ahora denotaremos respectivamente por aTk, ay’, viene dada por las relaciones

[aL, a]_ = O, (25)
donde [, ] esel conmutador entre dos operadores, que, recordemos, puede de-
finirse sobre los endomorfismos de cualquier espacio vectorial (en particular sobre
los operadores de nuestro espacio de Hilbert-Fock): si V' es un espacio vectorial y
S, T € EndV,

[S,T] =80T —-ToS.
El resto de estas notas se dedicard a dos cosas:

1. Formalizar estas construcciones en el contexto de las superalgebras de Lie.

2. Estudiar algunas consecuencias particulares, como la posibilidad de dar
una realizaciéon de una superalgebra particular (la de Heisenberg) y sus
aplicaciones en Fisica.

10. SUPERALGEBRAS DE LIE, TEORIAS GAUGE Y SUPERVARIEDADES

Fijémonos en las ecuaciones (24) y (25): tienen un parecido muy llamativo, de
hecho sé6lo difieren en un signo, que distingue al conmutador del anticonmutador,
jseguro que hay alguna manera de escribirlas de forma unificada!. Esta pudo ser la
pregunta (o el reto) que se plantedé Bertram Kostant a mediados de los afios 70,
cuando introdujo la nocién de supervariedad a partir de las superalgebras de Lie.
Vamos a ver qué son esas &lgebras y qué tienen que ver con el problema que hemos
venido considerando hasta ahora, el de describir un sistema de particulas idénticas,
bosones y fermiones.

La idea intuitiva para unificar el tratamiento de (24) y (25) puede expresarse
asi: si convenimos en asignar a los bosones y fermiones una etiqueta, un “grado”
que los identifique y distinga, podriamos decir que asociando a los bosones el 0 y a
los fermiones el 1, sus operadores de creacién-aniquilacion vienen descritos por

e}, el = O (26)

18Ejercicio para el lector
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donde c puede ser a 0 by [_, ], el superconmutador, esta dado por
[[57 Tﬂ —SoT— (_1)grad(5')»grad(T)T oS, (27)

siendo grad(S) el grado de S'y grad(T) el de T. Obviamente, (26) se reduce a (24)
y (25), respectivamente, cuando c=a y ¢ = b.

Llegados a este punto, podriamos pensar lo siguiente: ahora que ya sabemos que
nuestra descripcion de los fenémenos asociados a fermiones y bosones requiere de
dos tipos de operadores distintos (unos que conmutan y otros que anticonmutan),
i no podriamos comenzar desde el principio definiendo algin tipo de espacios en los
que se pueda desarrollar todo el andlisis precedente pero que trate por igual a los
bosones y fermiones?. La respuesta, que debemos fundamentalmente a Kostant y
Berezin (consultar por ejemplo [Kos 77|, [Ber 87] y las referencias de éste ultimo
para un seguimiento histérico) es que s, y la guia nos la dan las ecuaciones (26) y
(27).

Se trata de construir un dlgebra con un producto o de manera que nos describa
formalmente la situacién que tenemos para los operadores de creacién-aniquilacion.
Como ya hemos mencionado, toda la construccién se basa en la introduccion de
un “grado”: consideremos un espacio vectorial V' sobre un cuerpo K, que se puede
expresar como suma directa de dos espacios V = Vy @ V;. Los elementos de Vj se
llaman (vectores) pares, y los de Vi (vectores) impares. Se dice entonces que sobre
V' se ha definido una Zs—graduacion, y que V es un espacio vectorial Zo— graduado
o un superespacio vectorial. Si S : V. — V es un endomorfismo (es decir, una
aplicacion lineal), puede ocurrir que lleve los elementos de V) en los de Vp, o en
los de V7, o incluso parte en uno y otro subespacio. Consideremos sélo los que no
mezclan elementos, y llamémoslos endomorfismos graduados homogéneos, Endﬂg (V).
Tendremos entonces aplicaciones de dos tipos: las pares (que transforman cada V;
con ¢ = 0,1 en si mismo) y las impares, que intercambian V con V;. A las primeras,
se les asigna grado 0 y a las segundas, grado 1.

Ahora, sobre los endomorfismos de un espacio vectorial graduado podemos definir
varias estructuras algebraicas: una de ellas es la de espacio vectorial (sobre el mismo
cuerpo que V), mediante la suma de aplicaciones y el habitual producto por un
escalar. Otra es una estructura de semigrupo, en la que el producto es la composiciéon
de aplicaciones S o T'. Este producto es asociativo y tiene neutro (la aplicacion
identidad), pero en general no todo elemento tiene inverso y, desde luego, no es
conmutativo. Con esto, (Endg(V), +,0) se dice que tiene una estructura de dlgebra
Zo—graduada o superdlgebra.

Una medida de la no conmutatividad de o la da el llamado conmutador de en-
domorfismos graduados:

[S,T] = S o T — (—1)9red(S)gradD)p 5 g (28)

(fijtmonos en que esto no es otra cosa que lo que antes hemos llamado superconmu-
tador, cuando V es el espacio de Hilbert-Fock). Es claro que se tienen las siguientes
propiedades'®:

1. K—bilinealidad (con K el cuerpo base de V).

2. [8,T] = —(-1)T[T, 9] .

3. [S,[T,U]] = [[S,T),U] + (=1)°T[T, [S, U]]-

19]*]jercicio para el lector
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Con estas propiedades, (End$ (V),[_, _]) tiene estructura de lo que se denomina
superdlgebra de Lie. En la seccién siguiente trataremos estos conceptos con mayor
detalle, utilizando un ejemplo concreto.

Notemos que estas son generalizaciones de las estructuras con las que uno tra-
baja habitualmente, incluso a nivel clasico: los espacios que aparecen en Mecéanica
Clasica como espacios de fase o de configuracién son variedades diferenciales M mo-
deladas sobre espacios vectoriales R™, es decir, espacios que localmenie son como
un abierto de R™ (piénsese en el espacio de configuracion de un péndulo, por ejem-
plo, que es la circunferencia S' muy distinta globalmente de R), y los observables
clasicos son las funciones de C*°(T*M) (T*M es el espacio cotangente), equipadas
con el corchete de Poisson { , } que convierte a (C>°(M),{_, }) en un algebra
de Lie: sus propiedades son las mismas que las (1), (2), (3) anteriores 2°, pero con la
graduacion trivial (todos los elementos son pares). Asi, reemplazando los espacios
vectoriales (modelos locales) de la teoria clasica por sus analogos Zs—graduados,
resulta un marco de trabajo que retiene todas las caracteristicas algebraicas y ana-
liticas necesarias para poder hacer mecéanica (se tienen las mismas estructuras que
en el caso clasico, pero ahora graduadas) y se obtiene la ventaja de un tratamiento
simétrico (o mejor dicho, supersimétrico) ab initio de bosones y fermiones, segin
hemos visto.

Los espacios que localmente estdn modelados sobre productos de abiertos de R™
y una superdlgebra, se denominan supervariedades, y la categoria de tales espacios
es en la que tiene cabida de manera natural las teorias que pretenden unificar los
distintos tipos de particulas (junto con sus interacciones) que conocemos hoy en
dia.

Por ejemplo, pensemos en la descripcion de las particulas mediante campos. Aqui
los objetos fundamentales son aplicaciones W(x*), definidas en el espacio-tiempo y
con valores en algin espacio vectorial sobre el que actda un cierto grupo de simetria
G, que en Fisica se denomina grupo de gauge de la teorfa. Los espacios vectoriales
en que toman valores los distintos campos correspondientes a particulas de distinto
tipo tienen caracteristicas muy diferenciadas, lo cual hace que las teorias gauge
clasicas tengan que trabajar con fermiones y bosones por separado, cosa que no
sucede si se consideran supervariedades.

Con algo méas de detalle técnico, podemos decir que las teorias gauge clasicas se
basan en la consideracién de una variedad espacio-tiempo My, sobre la que se tiene
un fibrado principal (P, 7, My, G); los objetos fisicos de interés son de dos tipos:
los campos de materia (que describen electrones, muones, etc), que se representan
por secciones de un fibrado vectorial (E, 7, My) asociado a (P, 7, My, G), y los cam-
pos de gauge (que describen la interaccion, como el campo electromagnético), que
vienen dados por secciones del fibrado de conexiones de (P, 7, My, G); el grupo de
Lie G se denomina grupo de gauge. En otras palabras: desde este punto de vista
“geométrico”, los campos gauge mediadores de la interaccién son precisamente las
conexiones del fibrado principal (P, 7, My, G). De hecho, la ley de transformacion
de los representantes locales de las conexiones bajo un cambio de la seccién local

20Ep realidad, el corchete de Poisson { , } tiene una importantisima propiedad adicional: si
fy9,h € C°°(M), entonces,
{f,gh} ={f, gtk + g{f, h}.
Se dice que {_, } actta sobre C*°(M) mediante derivaciones y que (C*°(M),{ , }) es un
4lgebra de Poisson. En estas notas tendremos necesidad de recurrir a esta propiedad adicional en
el apéndice B.
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que los determina coincide con la expresiéon para la transformacion de los campos
de Yang-Mills, y la eleccién de un gauge para éstos corresponde a elegir una seccion
local del fibrado (esta idea fue introducida por C.N. Yang y T. T. Wu en [Yan-Wu
75]. Una referencia muy detallada, con célculos explicitos y numerosas aplicacio-
nes, en particular a la relacién con las teorias de cohomologia, es [Azc-Izq 98]). Sin
embargo, esta estructura introduce una asimetria manifiesta entre los campos de
materia y los campos gauge: mientras los primeros pueden ser de tipo bosénico o
fermionico y estan definidos en un fibrado vectorial arbitrario (salvo por estar aso-
ciado a un fibrado principal igualmente arbitrario), los segundos estan definidos en
un fibrado de conexiones, y s6lo pueden ser de tipo bosénico. Los términos bosénico
y fermiénico se refieren al tipo de paréntesis de Poisson que es posible definir para
estos campos (cuando se hace un andlisis de Fourier en modos cuanticos resultan
los conmutadores o anticonmutadores que ya conocemos para los operadores de
creacién-aniquilacion), y éste a su vez determina el proceso de cuantizacion de los
mismos, de modo que las teorias gauge en su formulacién original no pueden verse
como las candidatas finales a una teoria unificada de campos.

Como ya hemos mencionado, las teorias supersimétricas ofrecen una solucién
a este problema a través de una sustitucién de los conceptos tradicionales de la
Geometria Diferencial por unos analogos Zs—graduados; los supercampos que apa-
recen en esta formulacion poseen, en general, tanto parte una par (bosénica) como
una impar (fermionica), de modo que las ecuaciones de campo describen simul-
taneamente campos de materia y campos de gauge. El principal problema es la
complejidad técnica de su formulacién, que hace que no sea sencillo el construir un
formalismo que permita obtener estas ecuaciones de campo de un modo semejante
al clasico; en cualquier caso, el estudio de las variedades Z,—graduadas o superva-
riedades, presenta un indiscutible interés no sélo matematico, sino también fisico
(véanse [Fre 86, Wit 92]).

En las siguientes Secciones, describiremos un modelo sencillo que implementa
las ideas basicas de la supersimetria en el contexto de la Mecanica Cuéntica, si-
guiendo las ideas de E. Witten (véase [Wit 81]), que son una reelaboracién de otras
ya existentes (cfr. [Ber-Mar 75|, [BDZVH 76]). Como referencias basicas citaremos
[CKS 01, Cro-Rit 83, Gen-Kri 85, Kib-Dao 04, Fer 09].

11. EJEMPLO: LA SUPERALGEBRA DE LIE End(C?)

Aprovecharemos esta seccion para introducir algunas definiciones formales y ana-
lizar un ejemplo muy sencillo pero que redne todas las caracteristicas en las que
estamos interesados. Referencias ttiles para el estudio de las superalgebras de Lie
son [CNS 75, Sche 79, FSS 00].

Consideremos el grupo abeliano Zs = {0,1}, con la suma modulo 2, y V un
K—espacio vectorial. Se dice que V es Zs—graduado, 6 que es un K—superespacio
vectorial, si admite una descomposicién en suma directa de subespacios

V=P Vm=VoaW.
meZLsz

Los elementos del subespacio V,,, se llaman homogéneos de grado m € Zy. Cuando
m = 0 se dice que son elementos pares y cuando m = 1, impares. Se define asi una
aplicacion | - | : (V4 UVa) — {0} — Z3 mediante

[v| =m siv e Vi,
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llamada aplicacién grado. Con el fin de que esta aplicacion resulte bien definida, se
conviene en asignar a los elementos de K grado 0 y establecer que |k.v| (con k € K
yveV)es |kl + |v] = v

Supongamos ahora que V' y W son K—superespacios vectoriales. Una aplicacion
K—lineal ¢ : V. — W se dice que es homogénea de grado p € Zy (par si p = 0,
impar si p = 1) cuando ocurre que

¢(Vm) C Wm-i-l)

para todo m € Zs. Si p = 0 (esto es, ¢ es una aplicaciéon par) suele decirse que
¢ € Homg(V,W) es un morfismo de K—superespacios vectoriales. Naturalmente,
se tiene el caso particular en que V' = W. Entonces, se habla de endomorfismos
homogéneos de grado p € Zs y de endomorfismos de superespacios vectoriales si
p=0.

Recordemos que una K—4&lgebra es un K—espacio vectorial A junto con una
aplicacion K—bilineal A x A — A que escribiremos como (a1, as2) — a1 - az. Si A
es un K—superespacio vectorial y esta aplicacion lleva A,, x A,, en A,,+, (la suma
modulo 2), con m,n € Zsg, entonces diremos que A es una K—algebra Z,—graduada
o, simplemente, una superalgebra.

Como veremos enseguida, puede darse el caso en que una superalgebra A tenga,
ademas, definida otra operacién, una aplicacién K—bilineal [-,-] : A x A — A tal
que se cumplen las siguientes propiedades adicionales:

1. a1, ae] = 7(71)|a1”a2|[[a2,a1}] (antisimetria Zo—graduada),
2. a1, [az, as]] = [[a1, az], as] + (=1)12le21[ay, [a;,as]] (identidad de Jacobi
Zo—graduada).
En tal caso, se dice que (A4, [-,-]) forma una superalgebra de Lie. La operacion [, ]
suele denominarse corchete de Lie (graduado) o supercorchete.

Veamos cémo surgen de manera natural las superdlgebras de Lie. Consideremos
un superespacio vectorial V. = V @ V3 y los endomorfismos homogéneos sobre V,
End% (V). Sabemos que se tiene la descomposicién inducida por el grado

End$ (V) = End%(V) ® Endg(V),

donde
End% (V) = {f € End$ (V) : f(V;) C Vi}

Endy (V) ={f € EndZ (V) : f(Vi) C Viit1)modz}
siendo ¢ € {0,1}. En este espacio de endomorfismos homogéneos, esta definida la

composicién®! y, a partir de ella, construimos un corchete de Lie graduado [-,-] :
End% (V) x End$ (V) — End$ (V) poniendo

[f,9]=fog—(~1)lWgo .
Es inmediato®? comprobar que esta definicién determina una estructura de su-
perédlgebra de Lie sobre End{ (V). Este ejemplo de superdlgebra de Lie es uni-
versal en el siguiente sentido: al igual que ocurre en la teoria de algebras de Lie
clasicas, donde todo &lgebra n—dimensional sobre un cuerpo K, g, es isomorfa a
una del tipo (Endg(K™),[-,-]) con [, -] el conmutador de endomorfismos dado por

21De manera que (EndZ (V),0) es una superalgebra si se establece que |f + g| = |f| + |g]. Se
deja la comprobacién como un sencillo ejercicio.
22Ejercicio para el lector.
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[A,B] = Ao B — Bo A (teorema de Ado), en el caso Z;—graduado toda super-
4lgebra también es isomorfa a una del tipo (End$(V), [, ]) (véase [Sche 79| §4).
De hecho, el objetivo central de este trabajo consiste en mostrar explicitamente co-
mo el algebra de la Mecanica Cudntica supersimétrica se representa en esta forma.
Obviamente, para lograr este objetivo necesitaremos primero dar el superespacio
vectorial V' = Vj @ V; sobre el cual se consideraran los endomorfismos graduados
homogéneos.

Como un ejercicio previo, vamos a estudiar la estructura de Endg (V') cuando se
tiene el C—superespacio vectorial CH' = C @ IIC, donde C ~ IIC son isomorfos y
la tnica diferencia entre ellos es que la copia C corresponde a los elementos de CI*
con grado 0 (i.e, C = (C')y) y la copia IIC contienen a los elementos de C'* con
grado 1 (i.e, IIC = (C'");). En otras palabras: todo elemento z € C!! se escribe
en la forma z = zo @ 21, con zg € C y 2z; € IIC, siendo pues |z9| =0y |z1] = 1. Sin
embargo, ya que la manera mas comoda de trabajar con endomorfismos consiste
en utilizar sus representantes matriciales, aprovecharemos que como C—espacios
vectoriales C'' ~ C? e introduciremos la notacion siguiente: si z € C'I' = C @ IIC
se descompone como z = zg @ z; escribiremos

. 20
z =
21
(esto es, vemos a los elementos de C'" como biespinores). Con esta notacién, un
f € EndS(CH) se escribira como

f= Joo  fo1
fio fu )’
y su accién vendra dada por

£z) = Joo fo z0 \ _ [ Joozo+ forz1
fio fu 21 fiozo + fuiz1 )
Ahora bien, dado que foozo + fo121 debe tener grado 0 y figzo + f1121 grado 1,

mientras que |zo] = 0y |21| = 1, para que f sea homogénea de grado 0 se requiere
que

| fool = 0 = [f11]
|fiol =1 =[for| ~

Pero los elementos de matriz del endomorfismo f € End§ (C') son elementos
del cuerpo base C y estos elementos recordemos que siempre tienen grado 0. En
consecuencia, podemos escribir

Endg(C'") = {f € Endg(C'"): f = < fgo 0 )}
fu

Un anélisis analogo nos conduce a
0 f
Ends(CH = {f € EndS(C'Y): f = ( o 81 )}

Es util, por otra parte, observar lo siguiente: dada la base canonica de C!I1,

o-for(4) - (1))
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automaticamente se tiene una base asociada en EndS(C''), dada por?®

F-{o= (4 8)w= (0 3) = (8 8)w-(8 1)}

De acuerdo con lo dicho, de entre los elementos de la base B hay dos pares:

10 0 0\| _ xi
oo, 0 1N oy
| = (1 0) 1= (0 O) _

Todo elemento f € EndS(C!) se escribe como una combinaciéon C—lineal

I
o
I

y dos impares:

f=foo®+ for ¥ + fio® + f1, @7

Si f € EndX(C'), entonces su expresion coordenada se reduce a

f = foo® + f11®,

y si es g € Endh(C!), entonces,
9=901¥" +g10.

Como es bien sabido, la composicién de endomorfismos se corresponde con el
producto matricial de sus representantes matriciales. Esto hace que los calculos
con la estructura de superdlgebra de Lie (End(C!1), [, -]) sean muy sencillos. Por
ejemplo, supongamos que

et 0 0 ¢
f_( 0 0)7g_<36i'y O )y%ﬁ»VER-
Entonces:

i 0 0 i3 ) 0 ,iﬁ i 0
.91 = (eo 0)(361'7 0 >_(_1)01<3e” 0 )(eo 0)

0 eL((I-’rﬁ)
- —_3eilat7) 0

y claramente |[f,g]| = 1 (no hace falta fijarse en la forma de la matriz resultante,
basta con concocer los grados de los endomorfismos f y g: observemos que el grado
del corchete siempre es el grado |f o g| = |f] + |g])-

23En este contexto, ®, ¥t W &t son simplemente unos nombres para los vectores base de
Endg((Cl‘l). En particular, { no denota conjugacion de ningtn tipo (y, de hecho, mas adelante
veremos otra convencién igualmente extendida para denominar a estos elementos utilizando los
simbolos oy, ...,03). El origen de esta notacién esta en su similitud con otros operadores en Fisica
que si estan relacionados por cierto tipo de conjugacion.
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12. MEcANICA CUANTICA SUPERSIMETRICA (SUSY QM)

Hemos mencionado en repetidas ocasiones que uno de nuestros objetivos es el de
dar una realizacién de la superdlgebra de Heisenberg. En esta seccién vamos a ver
cudl es este dlgebra y analizaremos su origen fisico tal y como suele presentarse en
los textos de Fisica, basandonos en el formalismo de los operadores de creacién y
aniquilacién. Una vez que sepamos cémo es el algebra y su significado fisico, resul-
tard méas sencillo formalizar su construccion en el contexto de los endomorfismos
de un superespacio vectorial (esto es, en el contexto de las supermatrices).

Supongamos una particula que posee un grado de libertad bosénico y un grado de
libertad fermiénico, esto es, para caracterizar el estado de la particula supondremos
que debemos dar dos vectores correspondientes respectivamente a los espacios de
Hilbert de variables “bosoénicas” y “fermionicas”. En otras palabras, el espacio de
Hilbert que describe al sistema sera

H=HpHF.

Por ejemplo, para una particula de espin % moviéndose en una dimensién la posicién
de la particula es el grado de libertad bosénico, y Hp = L?(R), mientras que segtin
hemos visto en la seccién 4, Hr = C2. En el caso de tener N particulas (de las
cuales hay np bosones y np fermiones) de acuerdo con el Principio de Pauli debemos
simetrizar los estados bosénicos y antisimetrizar los fermioénicos, es decir, debemos
tomar

H=SHp®AHF,

v podemos trabajar entonces con la representacién por el ntimero de ocupacion.
Asi, para describir el sistema necesitamos dar un vector

[np) = |p1pa..tir) € SHp con p; € N1 <i<r,u;+---+ pr =np
Inp) = ive..vs) € AHp conv; € {0,1},1 <5 <s, v1+ -+ Vs =np.

Para un elemento arbitrario, pondremos
Ing) @ |np) = |np,np).

En este contexto, se pueden introducir heuristicamente unos operadores de creacién
y aniquilaciéon para estados bosénicos y fermiénicos de la siguiente forma. Para
bosones tenemos (obsérvese la notacién abreviada):

arng,np) = (a, @ 1) |p1..tir...) @ |v1...05...)

=|pgepir — 1) @ 1. 05..) = |np — 1y np)

y (29)

al |np,np) = (ai ® 1) |1 eeepir ) @ Jvg.vs..)

=|p1eppr + 1) @ 1. s..) = Inp + 1r,np),

donde ng=pu1+ ...+ b + ..., np =11 + ... + Vs + ..., y para fermiones:

bs Inp,np) = (1 @ bs) |1 poree.) ® |V7..06...)
=1 fbpee) @ V1.5 — 1.0) = |np,np — 1)

y (30)
bl ng,np) = (L @bL) |1ty ® |11...05...)
= |p1epire) @ 1.5+ 1.) = |np,np + 1) .
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Naturalmente, es inmediato que estos operadores cumplen las siguientes relaciones
algebraicas:

[ajvak]_ = Ojk
[brv bs}Jr = dps
[aj> bs]_ = 07
(donde realmente habria que escribir [a; ® 1,a; ® 1]_ = ;51 ® 1, etc, pero el

contexto deberia evitar las confusiones).

Para introducir la supersimetria, querriamos disponer de operadores que trans-
formasen un estado bosonico en uno fermionico y viceversa. De las expresiones (29)
y (30) se ve que basta con definir unos operadores adjunto el uno del otro como
sigue:

Qrs = arbl =a,® bl
Ql, = alb, = al @ b,.
En efecto:
Qrs INByNF) = ap |1 i) @ b 11050
= |1l — 1) @ g + 1000) (31)
= |n3 — 1T,nF+1>,

y de manera similar
QIS |nB,nF>: ‘TLB—FlT,nF—l). (32)

Se tiene una relacién importantisima entre los operadores Qs y Q.. Si se cal-
cula su anticonmutador, aplicando las reglas de conmutacién para las a’s y las b’s,
resulta:

(@, Qrsls = [af @by, a, @]
= (al ®b) (ar @b!) + (ay @ L) (al @ by)
= aiar ® bsbz + aTaI. ® bibs
ala, ® (1 - bsbi) + (1+ aTaI) @ blbg
= ala, ®1 —ala, @bl + ayal @blb, +1 @ blb,
= nPe1+1enl,

es decir: [Qf,, Q5]+ nos da el nimero de bosones en el estado n, y el de fermiones
en el estado n,. Asi

> QL Qrsl+ =N ®1+1® Np, (33)

donde Npg es el operador nimero total de bosones y N es el operador niumero total
de fermiones:

Np@1lng,np) = (p1+ ...+ pe+..)Ing,nrF) =nplnp,nr)
1® Np |TLB,1’LF> = (1/1 + ... v+ ) \nB,nF> =ng |nB7nF> .
Por tanto,

(NB ®R1+1® NF) |n3,np> = (nB + TLF) |TLB,TLF> =N "ILB,’H,F>

y debido a esto, al operador N = Ng®1+1® Np se le denomina operador nitmero
total de particulas.
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Por otra parte, el hecho de que tanto QI como Q.. contengan a los operadores
fermiémicos b, b,, hace que sean nilpotentes:

Q1) Ing.np) = (af)” Ing) ® (0,)* Ing) = (af)” Inp) @0 =10

(Qrs)’ Ins,nr) = (ar) Ing) @ (01)° Inr) = (a,)* Ing) © 0 = 0. (34

Esta propiedad de nilpotencia es la que nos permitira construir un Hamiltoniano
que admita a (31) y (32) como transformaciones de simetria®* y que, por mezclar
bosones y fermiones, denominaremos supersimetrias.

Basta con tomar

H=>Y[Ql, Q)+ =Np®1+1&Np (35)

T,

y fijarse en que para cualquier par de indices j, k:

[H,Q,]_ =0=[H Q] _. (36)
Por ejemplo:
[H,Qul_ = D l1Qf: Qrsl+ Q] _
_ g[[aibs,aTbl]+,aij]_
= > llal,arls,a5]_ @ (b, bi]4, 0]
= Y llaf,arlsa5]_ @ [1,0]]_

= Y llal,a/]4,a;]_®0=0.

T8

Observemos ahora otra propiedad basica?® del anticonmutador de los operadores

QIs y QTS .

[QI]{;? Qr‘s]—&- =0 (37)
cuando (r,s) # (4, k). A la vista de (34), (35), (36) y (37), definiendo
Q= Z Qrs

7,8
QT = Z Qim
r,5

24Conviene recordar que, en Mecanica Cuéntica, un operador A se dice que es el generador
de unas transformaciones de simetria si conmuta con el Hamiltoniano del sistema. Esto esta
relacionado con el hecho de que la ecuacién de evolucién para A sea % = [A, H] y, por tanto,
[A, H] = 0 implica A constante del movimiento (si A no depende explicitamente del tiempo).
25Fjercicio. No hay més que repetir el razonamiento de (33).
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resulta claro que el espacio vectorial sobre C generado por {H,Q,Q'} tiene la
estructura de una superélgebra de Lie:

[QT’QLL = Z[Qisa@rs]+ =H

T8

[H,H] =0 (39)
@ H]_=0
[QT,H]_=0

(en la primera ecuacién se ha utilizado (37) para eliminar la contribucion de los
términos cruzados). Para verlo atin mas explicitamente, declaramos que el grado de
cada operador viene dado por

|H = 0

QI = 1=1Q,
y agrupamos los conmutadores [.,.] ,[.,.]+ en uno solo [.,.], de manera que [.,.]
sobre dos elementos impares actia como [.,.]+ y coincide con [.,.] cuando hay un

elemento par. Si F,G € {H,Q, QT} podemos poner, entonces,
[F,G] = FoG—(-1)F¢G o F,

como en (28), y las ecuaciones (39) se resumen entonces en la llamada superdlgebra
de Heisenberyg:

[Q".Ql=H
[Q", H] = 0= [Q, H]. (40)

Fijémonos, por otra parte, en que la ecuacion (35) puede interpretarse fisica-
mente como la suma del Hamiltoniano de un oscilador arménico bosénico y otro
oscilador fermidnico, sin interacciéon entre ellos. Lo que es importante en este pun-
to, es que la existencia de supersimetrias se mantiene incluso cuando se introduce
una interacciéon. Ciertamente, podriamos generalizar las definiciones de Qf,, Q.. y
poner

Qis = BI (aj,,ar) bs
Qrs = Br (ai, ar) b];v

donde B, BY son funciones arbitrarias?® de los operadores bosénicos af,a,. Defi-
niendo entonces Q, QT y H como antes (véase (38)), las propiedades (39) se siguen
cumpliendo, y se sigue teniendo una estructura supersimétrica. Sin embargo, no
seguiremos este camino. En la préxima seccién veremos otra descripcion, méas cer-
cana al formalismo de las superalgebras de Lie, en la que partiremos directamente
de la ecuacion de Schrédinger incluyendo el potencial de interaccion para llegar a la
superéalgebra (40). Como se vera en la dltima seccion, esta nueva descripcién resulta
mucho mas 1til por lo que respecta a las aplicaciones.

260phservemos que si QL. es el adjunto de Qrs, esto implica que BJ. debe ser el adjunto de B,
La arbitrariedad se entiende salvo este hecho.
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13. REALIZACION EXPLICITA DE LA SUPERALGEBRA DE HEISENBERG

En esta seccion, vamos a realizar la superalgebra { H,Q, Q'} como subalgebra de
los endomorfismos de un cierto superespacio vectorial. Este espacio no es otro que
el producto tensorial de las funciones de cuadrado integrable con el la suma directa
de dos copias del plano complejo, donde a la primera copia se le asigna paridad 0
y a la segunda paridad 1.

Consideraremos un sistema con bosones y fermiones de spin % y supondremos
que la evolucion del sistema estd determinada, de acuerdo con lo expuesto en la
seccion 5, por una ecuacién de Schrédinger que incluye un potencial de interaccién
entre las particulas V. El espacio de las funciones de onda®” sera H = L?(R) @ C!I1.

Ahora, H adquiere una estructura de C—superespacio vectorial asignandole al
factor L?(R) la gradacion (par) trivial, de modo que utilizando la distributividad
del producto tensorial sobre la suma directa de espacios vectoriales se tiene la
descomposicion

H=Ho®H1= (Lz(R) & (C) (&5) (L2(R> & H(C).

Veamos con un poco mas de detalle la estructura de H = Ho ® H;. Dada una
funcién de onda 1(z) € L%(R) y un elemento

Z|
ZZO@Zl<ZO > E(Clll,

1

el producto tensorial 1(z) ® z puede representarse matricialmente mediante
_ (Y@ 20\ _ [ ¥(2) 20 0
1"<$)®Z—(¢<x>-zl U0 )@ )

P(r) @z = (Y(2) ©20) © (P(z) @ 21).

Supongamos ahora que tenemos el Hamiltoniano clésico

esto es,

~ 1 d?
H=—-—
2 dz? + V()

donde, por simplicidad, omitimos el factor constante %2 que es inesencial para
nuestra discusiéon. El lector puede, como ejercicio, restaurar este factor en cada
una de las expresiones que siguen (en términos fisicos, estamos utilizando unidades
naturales, i = 1, y hemos rescalado la unidad de masa para que m = 1). Nétese que
denominamos este Hamiltoniano con H y no simplemente H, el motivo es que més
adelante construiremos el superhamiltoniano H a partir de H. Queremos hallar una
realizacién del superdlgebra de Heisenberg [QT, Q] = H en términos de operadores
pertenecientes a los endomorfismos homogéneos de algin superespacio vectorial. El
candidato natural es el superespacio H = Ho & Hi que acabamos de introducir;
por otra parte, en la superalgebra de Heisenberg H debe tener grado |H| = 0
y los elementos de End§(H) tienen la forma T ® f, donde T € Endc(L*(R)) y

27Los bosones también se describen mediante funciones de onda de H pero s6lo con aquellas

pertenecientes al subespacio L?(R) ® <( (1) )>



INTRODUCCION A LA SUPERSIMETRiA 33

f € EndS(C'), de modo que se pueden representar como

(41)

T®f= ( f100~T fOl()'T ) sife End%ﬁ(clll)

Como acabamos de decir, H debe pertenecer al primer tipo, mientras que los ope-
radores Q y QT deben pertenecer al segundo. Por tanto, H debe tener el aspecto

_( Ho 0\ _ f
H—( 0 H1>_HO®<I>+H1®<I>,

mientras que Q v QF deben ser de la forma

Q:(ng %l >:Q1®\I/T+Q2®\I/

0 T

o =( % @) —qlevitoiow
@y O

La idea central de Witten en [Wit 81] consiste en tomar la forma més sencilla posible

para estos operadores (o supercargas, en la terminologia fisica). Concretamente,

tomaremos
0 O
o= (% ))-ace

f .
QT:<8 14(1) )ZAT®\IJT

donde A, AT € Endc(L?(R)) son operadores que habra que determinar. Para ello,
veamos qué condiciones imponen las ecuaciones a las que queremos llegar. De
[QT,Q] = H, resulta:

; (42)

Hy 0 AtA 0

Vemos entonces que todo resulta sencillo si se cumplen dos condiciones:

(43)

1. Tomamos como componente Hj del superhamiltoniano H el propio opera-

dor clasico:
Ho—fl= -+ % Ly (44)
=H=—-—-—— x).
0 2 dz?
2. Se puede encontrar una descomposicién de H en la forma At A. En ese caso,

también conoceremos H; = AAT.

El problema de encontrar unos operadores A, AT tales que H = ATA es, basica-
mente, el de hallar una “raiz cuadrada” del Hamiltoniano clasico H. Esto se puede
resolver mediante el procedimiento de “completar cuadrados™ partimos de (44); si
V' pudiera expresarse como

1 dw

v=-—2"w
ﬂdw+ ’

(45)

tendriamos 2 a
~ 1 1
H= ---_ - 7" 2
2dz? /2 dx W
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y esto, entendiendo el producto de operadores como su composicién, no es otra cosa

que
- (gt o) (o)
Por tanto, conseguiremos tener H = A" A si tomamos
Al =L LW
A= 7% + W

siendo W una solucion a la ecuacion (45). A W se le denomina en Fisica el super-
potencial.

Volviendo ahora a las ecuaciones (42) y (43), es facil darse cuenta®® de que
definiendo los operadores H, QT,Q € End§ (H) como

H=ATA® ® + AAT @ ®f

2
= (1L - LW W)ee+ (1L + L+ W) e ol

Q=AU =(2L+W)oU ’

S

QT =AT@Ul = (-S4 + W)@l

o bien, en términos matriciales,
1.d? 1 dw 2
H:<ATA OT):<_2dzz_\/§dx+W 1 .d? (1)dW 2)
0 A4 0 “ar T A W

0 0
(4 )
LLiw 0

&‘&

0 — =4 4+Ww
T T
o-(3 #4)
(46)
se cumple que
[QT.H] =0=[HQ]
1Q1,Q] = ’

esto es: se tiene una realizacion explicita del superalgebra de Heisenberg (H, Q', Q)
como subalgebra de Endg (H).

Finalizaremos esta seccién con unas observaciones acerca de otras convenciones
que pueden encontrarse en la literatura sobre SUSY QM. En Fisica, ademas de la
base B de EndS(C'") que definimos en la seccién precedente, también es comin
utilizar esta otra:

G (0 0) o= (00 )= (Vo) m=(o )

2854 deja como ejercicio para el lector comprobar que AAT = é sz + %‘Z—VX + W2,
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Los elementos de esta base, tienen las siguientes propiedades (que son las que hacen
que sean de interés fisico):

octo” +o ot =0T, 07y =1= ( 10 >

01
1 0
oo~ —o ot =[oT,07]_=o03= ( 0 —1 >

Esta es la base que utiliz6 Witten en [Wit 81]. De hecho, él escribié el superhamil-
toniano H (omitiendo de nuevo el factor ) como

1 1
H == 2 1172 o 117/
2p + (l‘) \/50'3 (I)v

donde el apostrofe denota derivaciéon. Segin lo que hemos visto, esto debe enten-
derse como

H=@ﬁ+wwM®(é?)—kW@W(é-i)

_ (AT =W 0
Como p = —i% (recuérdese la discusion de la seccion 5), resulta:
1.d? 2 1
g [ "zde TWH@) - W) . 0 1
0 *gp‘FWQ(I)‘FﬁW/(I)

que es la misma expresion de (46).

14. APLICACIONES DE LA SUPERSIMETRIA

En la seccién anterior hemos visto que la clave para construir una realizacién
de la superalgebra de Heisenberg reside en la introduccién del superpotencial W.
A partir de él se definen los operadores A y At y, con ellos, las componentes del
superhamiltoniano H = A'A ® ® + AAT ® ®'. Ahora bien, desde un punto de
vista estrictamente practico podria objetarse que este procedimiento tiene poco
interés, pues para calcular W hay que resolver la ecuacion (45) la cual, a primera
vista, parece incluso més complicada que la propia ecuaciéon de Schrédinger con el
potencial V.

Sin embargo, esto no es asi y ahora veremos por qué. Consideremos el Hamilto-
niano clésico inicial,

~ 1 d?

Hy = 5 72 + V.
Para muchos de los operadores que aparecen en Fisica, se tiene que el espectro
es discreto y estd acotado inferiormente. Suponiendo que éste es el caso de Ho,
escribamos su espectro como Specg(Hy) = {Ao, A1,.., }; 81 Ap es el minimo de
SpecR(I;fo), sustituyendo PNIO por Hy = PNIO — Xo - I, el menor valor propio en la
ecuacion

Hyor, = Mpdr
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puede tomarse como A = 0. Al vector propio correspondiente, ¢o(x) € L?(R), se
le denomina estado base. Entonces, se tiene que ¢g cumple la ecuacién

2
(-5 +V) =0

2 dx?
de donde, despejando, el potencial V' se puede expresar en términos del estado base:
/! (J])
V(z) = =2 .
(=) 2¢0(z)

Por otra parte, toda funcién de onda ¢(x) perteneciente al nicleo de A cumple
que
Ho¢ = (ATA)¢ =0,
es decir, es un elemento del subespacio propio correspondiente al valor propio A = 0
de Hy. Por tanto, si ¢g € ker A es ¢g € ker Hy y automaticamente se cumplen las
dos condiciones
§(2)

Viz)= 2<§0(£)

¢o(x) 1 d
W(x) V20(2) 7 In ¢g ().
Esta ltima expresién??, en particular, muestra que el calculo del superpotencial W
no es méas complicado que el célculo del subespacio invariante por Hy correspon-
diente a A = 0.
En lo que sigue, cuando hablemos de estados base de H consideraremos®® que
¢ € ker A C ker Hy.
Tenemos entonces el Hamiltoniano inicial Hy que puede escribirse como
_gigo L 1AW
Ho=AlA= 2 dx? \/idx—’—W’
donde W puede calcularse a partir de (47). Recordemos que también teniamos el
Hamiltoniano

(47)

1 d? 1 dw
Hi=AA' = - — 4+ —_—— 1 W2
! 2 dz? + V2 dx +
Este, se puede poner en la misma forma que Hy, como H; = —%% —H~/, si definimos
~ 1 dW
V=—r—+W?

Los potenciales V' y V se suelen denominar “compafieros supersimétricos” (su-
persymmetric partners). Fijémonos en lo siguiente: el superhamiltoniano viene da-
do, como sabemos, por

Hy 0
_ t_ 0
HH0®<I>+H1®<I>( 0 Hl)'

29Fn esta discusion, pasamos por alto detalles importantes como si W (x) presenta singulari-
dades debido a la presencia del logaritmo, etc. Puede probarse que para la clase de potenciales
que se utiliza en Mecanica Cuantica tales problemas pueden resolverse satisfactoriamente. Para
los detalles remitimos al lector interesado a [CKS 95].

30pyede probarse que esto no supone ninguna pérdida de generalidad.
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Los estados impares (o fermionicos) del espacio de Hilbert H = Ho @ H; estan
generados por los autovectores de Hy, pues H; es un subespacio invariante por H;
(con mayor precisién, invariante por H; ® ®1), como muestra un sencillo calculo:

mom (oo (1)=(3 4) ()= () -noe (1)

Analogamente, Hy es un subespacio invariante por Hy (i.e, por Hy @ ®):

moem (oo (5 )= (0 0) (5)= (57) =mee (),

luego los estados pares (o bosonicos) de H estan generados por los autovectores de
Hy. Ahora, aqui entra en juego el hecho de que tenemos una representacion de la
superélgebra de Heisenberg sobre H = Hy @ H;: como consecuencia de la existencia
de esta representacién los espectros de Hy y de H;p resultan ser biyectivos. Esto se
debe a que las supercargas Q y QT mezclan ambos tipos de estados (y, por ello, se
dice que son operadores de supersimetria):

0\ (0 Af 0\ [ Afe
@(4)=(o 9)(5)-(%) )
o\ _ (0 0 o\ _ 0
o(5)= (5 0)(5)=(a) “m
Consecuentemente, tenemos una degeneracion: los estados de la forma

(0)
oy,
< 0 ) € H07

donde QS;O) es una funcién propia del Hamiltoniano Hy con valor propio A, y los

de la forma
0
< A(Zs;(:)) ) € Hi

son funciones propias del superhamiltoniano H = Hy ® ® + H; @ ®f con el mismo
valor propio Agx. En efecto:

w4 )= (P8 )= (M a4
0 0 0 0
0 0 0 0
H( e ) = ( H, 46" ) = ( AHy6 ) = ( e )

Insistimos en que
O, (0
(%5 ) v Calo )

son de distinta paridad, aun cuando son funciones propias del superhamiltoniano
con el mismo valor propio, y que los operadores Qf y @ (de acuerdo con (48), (49))
acttian como supersimetrias, transformando estos estados entre ellos.

Para recapitular, tenemos que dada una funcion propia de Hy con valor propio

Ak (k> 0), (;5,(60), la funcién A(b,(co) es propia de H; con el mismo valor propio®'. Con

310tra forma de ver esto es mediante el calculo
H1ApY = (AAhA¢\) = AH6" = Ao) = AeAsl).
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un célculo anélogo, que se deja a cargo del lector, se prueba que podemos recuperar

las funciones propias de Hy, excepto el estado base 60), a partir de las de Hi: si

,(61) (k > 0) es una funcion propia de H; con valor propio Mg, entonces AW;U es
una funcién propia de Hy con el mismo valor propio.
Los espectros de Hy y H;, por tanto, son biyectivos. La tunica diferencia entre
ellos es que el de H; esta “desplazado” con respecto al de Hy. En efecto, el estado
base de Hy es A¢§O> y no A¢é0), pues recordemos que (béo) € ker A C ker Hy, luego

Ari)(()o) = 0 y este estado no puede tomarse como propio de ningin operador.

Asi pues, la existencia de supersimetrias en Mecanica Cuéntica lleva aparejada
la existencia de funciones propias degeneradas del operador superhamiltoniano H.
Veamos cémo puede aprovecharse esto en la préctica.

Consideremos el potencial de pozo cuadrado infinito que ya estudiamos en la

seccién 8:
cosiz>Lox<0
Vi(z) =
0si0<z<L,

y el Hamiltoniano
2

———— 4+ V(x
2 dx? +Vi@)
a que da lugar. Ya vimos que la funcién de onda correspondiente al estado base

estacionario (no nos interesara ahora la evolucién temporal), haciendo i =1 = m,
es la que corresponde al valor n = 1:

¢1($)\/zsin(7?>, 0<z<L.

El valor de la energia asociado a este estado es

o

De acuerdo con lo que hemos establecido al principio de esta seccién, le restamos a
Hj esta energia del estado base y obtenemos el nuevo Hamiltoniano

71_2

Hozﬁo—ﬁ'fa

para el cual las funciones propias son

gn(l.),/zsm<<’“+L1>”),ongL,kzo, (50)

y los valores propios correspondientes:

o k(k+2)7?
e T I
El superpotencial W (x) se calcula facilmente a partir de la expresion (45):
1 d (o) T g
W)= ——5—— x)=— cot —.
0=t ) = e T

El companero supersimétrico del potencial pozo cuadrado infinito resulta ser, en-

tonces,
Vo) = 5w = 2 (2 () 1)
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De acuerdo con lo que hemos visto, el Hamiltoniano

1 d? ~ 1 d? 2 X
= o e () )

Y R e Gl
tiene el mismo espectro (salvo la energia del estado base) que el Hamiltoniano
original Hy, mucho més sencillo. Ademés, las funciones de onda propias de H; se

obtienen a partir de las de Hy (véase (50)) aplicando A. En particular, las primeras
funciones propias de H; son de la forma (omitiendo factores constantes):

Mo 2(@)
o (z) ~ sin T

1 . (mx\ . (27w
¢g )(Jj) ~ Sin (f) Sin (L) .

Para comprender la potencia de este método conviene pensar en el proceso in-
verso y suponer que lo que nos dan en principio es la ecuacién de Schrédinger con
el Hamiltoniano

Hy =

1 d? 2 ™
H = T3 a2 + 572 (208(: (f) — 1) .

A priori, pensariamos que la solucién sera extremadamente complicada y un inten-
to de resolver este problema mediante el método clasico nos convenceré enseguida
de que esta suposicién es correcta. Sin embargo, la existencia de una supersimetria
subyacente al problema permite hallar las soluciones de este problema a partir de
las de uno muchisimo més sencillo: el del potencial de pozo cuadrado infinito. De
hecho, todos los potenciales resolubles exactamente en Mecanica Cudantica cono-
cidos hasta el momento pueden calcularse mediante el método supersimétrico. La
idea consiste en iterar el proceso: de Hy por factorizacién obtenemos Hi. Ahora,
tomamos a éste como punto de partida y factorizdndolo obtenemos otro Hamilto-
niano Hs, etc. Los espectros de la cadena Hy, Hy, Hs... estan relacionados entre si,
y cada uno tiene un estado propio menos que el anterior. Si el Hamiltoniano inicial
tenfa un namero finito de estados propios, este método (llamado de la jerarquia)
proporciona una forma algoritmica de calcularlos todos de una manera sencilla.
Para ampliar informacion sobre este tema y otras aplicaciones de la supersimetria,
que no mencionaremos aqui, remitimos al lector a [CKS 95] y la versién amplia-
da [CKS 01]. Las extensiones del método de factorizacion descrito en estas notas
(técnica de Mielnik), pueden consultarse en [Fer 09].

APENDICE A. LAS RELACIONES DE INCERTIDUMBRE

Supongamos dos observables A, B € Endc(H) (que, recordemos, son autoad-
juntos) tales que su conmutador viene dado por [A,B]_ =c¢-ITconceCella
identidad. Dado un estado (esto es, una funcion de onda normalizada) ¥ € H, se
define la varianza de un operador cualquiera X € Endc(H) en ese estado, (AX)yg,
€omo

(AX)F = (X*)vw — (X)3,
donde, también para un operador arbitrario, (X )y es su valor esperado en el estado
U, definido por:
(X)w = (V[ X|T).



40 JOSE A. VALLEJO

Consideremos el elemento (A + XiB)|¥) € H, (A € R) cuya norma respecto del
producto escalar en H (dada por ((A + \iB)?)y) debe ser mayor o igual que cero.
Desarrollando esta condicién, se tiene:

0< (A2 +X°B?4+iXC)y = (A% g + A2 (B g + ic).

Esto significa que el discriminante de esta ecuacién ha de ser mayor o igual que
cero, lo cual implica que:

(A% (B2 > L

4
Definiendo los nuevos operadores
A=A (A)y
B=B-(B)y

la propiedad [/Al, E}_ = c- I se sigue cumpliendo, pues A y B s6lo se han modificado
en un factor constante (que conmuta con cualquier operador). Asi, también se
cumplira

(A8 = 1

Pero, desarrollando (A2)y y (B2)y de acuerdo con sus definiciones, se obtiene (como
es inmediato comprobar):

(A2) = (A7) - (0} = (A4}
(B*)y = (B*)w — (B), = (AB)%,
de donde se sigue que

(AA)y - (AB)y > |2£‘,

que es el enunciado matematico de las relaciones de incertidumbre 3? de Heisenberg.
La denominacién se debe a que (AA)y se interpreta como la incertidumbre en la
medida de la magnitud representada por el observable A en el estado W. Si aplicamos
el calculo anterior a los operadores posicién y momento, que cumplen

d
—ih—] =ih-I

resulta que, en cualquier estado ¥ € H,
h
(Az)y - (Ap)w 2 3.

La interpretacion fisica de estas desigualdades es que no es posible determinar con
precision arbitraria simultdneamente la posicién y el momento (equivalentemente,
la velocidad) de una particula cuéntica. Como consecuencia, no es posible hablar
de la trayectoria definida de una particula si a la vez se espera trabajar con su
velocidad o momento, como ocurre en el caso de la Dinamica Cuéantica (aunque no
hay obstaculos para considerar la trayectoria de una particula de la cual se renuncia
a conocer su velocidad).

32Fn Iberoamérica es frecuente hablar de las “relaciones de incerteza”. Ambas formas son
validas, si bien la Real Academia de la Lengua dice que “incerteza” es una forma “en femenino
poco usada” de “incertidumbre”.
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APENDICE B. EL CORCHETE DE POISSON Y EL CONMUTADOR CUANTICO

Una herramienta basica en la formulacion de la Mecanica Clésica, como hemos
visto, es el corchete de Poisson {,.,}. Si M es el espacio fasico correspodiente a
un cierto sistema fisico, un observable fisico es cualquier funcién f € C*(M).
Desde un punto de vista algebraico, el corchete de Poisson convierte al anillo de
observables (cuyo producto es el producto de funciones reales) en un algebra de Lie
(C>*(M),{.,.}), es decir, se tienen las propiedades (para todas f,g,h€ C>°(M)):

1. {.,.} es una aplicacién R—bilineal antisimétrica.
2. Se cumple la llamada regla de Leibniz:

3. Se cumple la identidad de Jacobi:

{fi{g,h}}y = {{f, g}, n} + {9, {f, h}}.

Dirac, en su conocido libro sobre los principios de la Mecanica Cuéntica (véase
[Dir 81]), se plante6 cudl seria el analogo cuantico de esta estructura algebraica
presente en el caso clasico. Ahora bien, como ya se ha mencionado, los observables
son operadores A € Endc(H) sobre un cierto espacio de Hilbert complejo, que
también forman un anillo (con respecto a la composicion), solo que éste es no
conmutativo. La idea de Dirac consistié en buscar un nuevo corchete

[.7 ] : E’nd(c(H) X End(c(H) — E’nd(c(H)

que mantenga las propiedades del de Poisson, esto es, que convierta (Endc(H), |, .])
en un algebra de Lie. Para construirlo, Dirac tuvo en cuenta la no conmutatividad
del anillo Endc(H) y calculé (para A;, B; € Endc(H), i € {1,2}) el corchete
[A1 Ay, By Bs] de dos formas distintas, aplicando reiteradamente la regla de Leib-
niz®3:
[A1A2, B1Bo] =
[A1, B1Ba]Ag + A1[A2, B1Bs] =
[A1, B1]B2 Ay + B1[A1, Ba|Ag + A1[Ag, B1] Bz + A1 Bi[Ag, Bo]
y por otra parte:
[A1A2, B1 By =
[A1Ag, B1]By + B1[A1 Az, By] =
[A1, B1]A2 By + A1[Ag, B1]By + B1[Ay, Ba|Ay + B1Ai[Az, Ba.
Igualando ambas expresiones, se obtiene
[A1, B1](A2 By — BoAz) = (A1 By — B1Ay)[Az, By].

Pero al ser Ay, As, B1, Bs independientes entre si, esta relacién implica que para
cualesquiera A, B € Endc(H),

[A, B] = k(AB — BA)

para una cierta constante k € C. Es inmediato que tomando esta definicién para
[.,.], se cumplen las propiedades de bilinealidad, antisimetria, Leibniz y Jacobi.
Faltaria determinar la constante k.

Observemos que una condicién adicional razonable es que si A y B son operadores
autoadjuntos, [A, B] sea autoadjunto también (pues, desde un punto de vista fisico,

33por simplicidad en la escritura, indicaremos la composicién de dos operadores mediante la
yuxtaposicion, es decir, AB denotara A o B.
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[A, B] proporciona el resultado de realizar las medidas correspondientes a A y B
consecutivamente). Pero se tiene que:

[A,B]' = k*((AB)' — (BA)") = k*(BTAT — ATBT)
= k*(BA- AB) = —k*(AB— BA)
luego debe ser
i
=

para una cierta constante real i € R (experimentalmente se determina a posteriori
que esta constante es, en efecto, la constante de Planck).

Asi pues, Dirac introdujo el algebra de Lie (Endc(H),|.,.]) de los observables
cuanticos. En Fisica, al corchete

[A,B]:%(AOB—BOA)

se le denomina conmutador candnico o de Dirac.
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