Capitulo 1

Numeros reales

1.1. Sistemas numeéricos

1.1.1. Numeros naturales: principio de induccion

Los ntimeros 1, 2, 3, ..., reciben el nombre de niimeros naturales. Con ellos se realizan dos ope-
raciones, la suma de nimeros naturales y el producto de nimeros naturales, que dan como resultado
otro niimero natural perfectamente definido. Para dos niimeros naturales cualesquiera m y n, su suma
suele representarse por m—+ n 'y su producto por m-n o mn (si no hay lugar a confusiéon). Si denotamos
con N el conjunto de todos los niimeros naturales, podemos pensar en la suma y el producto como
aplicaciones del producto cartesiano N x N en N:

+:NxN — N, :NxN — N.
(myn) — m+n (m,n) — m-n

A continuacion describimos las propiedades fundamentales de estas operaciones (m, n, p repre-
sentan niimeros naturales cualesquiera):

e Propiedad asociativa de la suma: (m+n)+p=m+ (n+ p).

Propiedad conmutativa de la suma: m+n =n+m.

Propiedad asociativa del producto: (mn)p = m(np).

Propiedad conmutativa del producto: mn = nm.

Elemento neutro (identidad) para el producto: hay un nimero natural, que denotamos por 1,
talquel -n=n-1=n.

Propiedad distributiva del producto respecto de la suma: m(n+ p) = mn+ mp.

Se puede asimismo comparar el tamano de dos niimeros naturales cualesquiera y establecer asi una
relacion de orden en N. Suele escribirse m < n para indicar que m es menor o igual que n (o lo que
es lo mismo, que n es mayor o igual que m, lo que también se escribe n > m); y se escribe m < n (o
n > m) para expresar que m es estrictamente menor que n, es decir, que m es menor (y distinto) que n.
Esta relacion cumple las siguientes propiedades (m, n, p representan nimeros naturales cualesquiera):

e Propiedad reflexiva: m < m.
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e Propiedad antisimétrica: sim < nyn < m, entonces m = n.
e Propiedad transitiva: sim < nyn < p, entonces m < p.
e Propiedad de orden total: siempre esm <non < m.

La ordenacion de N no es independiente de la suma y el producto: para dos nlimeros naturales m,
n se tiene m > n siy solo si m = n+ p para alglin nimero natural p.

Principio de buena ordenacion. Todo conjunto no vacio de niimeros naturales posee un elemento
minimo, es decir, dado S C N no vacio, existe un elemento m en S tal que m < n para todo n € S.

El principio de induccion. Esta es una de las propiedades de N que mas vamos a usar durante el
curso. Se puede enunciar asi:

e si un conjunto de nimeros naturales contiene a 1 y por cada elemento n del conjunto también
n+ 1 pertenece a él, entonces el conjunto es N. Es decir, dado S C N talque 1 € Syn+1€ S
siempre que n € S, es S = N.

En la practica, el principio de induccion suele aplicarse en términos de propiedades mas que en térmi-
nos de conjuntos:

e supongamos que para cada niimero natural n se tiene una propiedad P, que puede ser cierta o
falsa. Supongamos ademds que:

a) P es cierta,

b) si para algiin n € N la propiedad P, es cierta, entonces la propiedad P, también es
cierta.

Entonces, P, es cierta para todo n € N.
La siguiente variante se llama principio de induccion completa:

e supongamos que para cada nimero natural n se tiene una propiedad P, que puede ser cierta o
falsa. Supongamos ademds que:
a) P es cierta;
b) siparaalgunn € N todas las propiedades P, P», ..., P, son ciertas, entonces P, también
es cierta.

Entonces, P, es cierta para todo n € N.

Es un hecho notable, sefialado por el matematico italiano Peano en su obra Arithmetices principia
nova methodo exposita (Bocca, 1889) que todas las propiedades de los nlimeros naturales pueden
deducirse de las siguientes, llamadas en su honor axiomas de Peano para los nimeros naturales:

e Para todo niimero natural n existe otro niimero natural, ng, que se llama siguiente o sucesor
de n.

e Existe un niimero natural, que denotamos por 1, tal que ny # 1 cualquiera que sea el niimero
natural n.
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e Para niimeros naturales cualesquiera my n, es mg = ng si y solo si m = n.

e Principio de induccion: si un conjunto S de niimeros naturales contiene a 1 y por cada elemento
n € S también ny € S, entonces S = N.

Las operaciones de suma y producto y la relacion de orden se definen entonces en términos de si-
guientes, véase por ejemplo [BIRKHOFF-MACLANE].

1.1.2. Numeros enteros y racionales

El conjunto de los niimeros enteros ..., —3, —2,—1,0,1,2,3, ..., que amplia el de los naturales,
se denota por Z. En €l hay definidas dos operaciones, suma y producto, y una relacion de orden. Las
propiedades de la suma, el producto y el orden para los niimeros naturales también las cumplen los
nlimeros enteros. Y ademas:

e Elemento neutro (cero) para la suma: hay un nimero entero, que denotamos por 0, tal que
0+ n =n+0 = n para cualquier entero n.

e Elemento opuesto para la suma: para cada entero n hay otro niimero entero (y solo uno), que
denotamos por —n, tal que (—n) +n=n+ (—n) =0.

Estas propiedades y las anteriores de la suma y el producto se resumen diciendo que Z, con estas dos
operaciones, es un anillo conmutativo. Para la relacidon de orden podemos ahadir:

e Relacion del orden con la suma: si a < b, entonces a+c < b+c.

e Relacion del orden con el producto por niimeros no negativos: sia < by c >0, entonces ac < bc.

Principio de buena ordenacion de los conjuntos acotados inferiormente. El principio de buena
ordenacion de los nimeros naturales no es valido para los nlimeros enteros: por ejemplo, el propio
conjunto Z no tiene elemento minimo, pues para cada n € Z es n — 1 < n. Sin embargo, hay una
propiedad analoga para cierta clase de subconjuntos: los acotados inferiormente.

Un subconjunto S € Z no vacio se dice que esta acotado inferiormente si existe algiin niimero
entero k € Z tal que para todo n € Z, k < n. Todo conjunto no vacio S C Z acotado inferiormente
posee un elemento minimo, es decir, existe un elemento m en § tal que para todon € S, m < n.

Un principio de induccion. En Z puede hablarse del siguiente a un nimero entero, en el sentido
de que entre n 'y n+ 1 no hay ningin otro niimero entero. No se cumple, sin embargo, el principio de
induccidn, sino una propiedad similar aunque mas débil:

e si un conjunto de niimeros enteros contiene un niimero k y que por cada elemento n del conjunto
también n+ 1 pertenece a él, entonces el conjunto contiene a todos los niimeros enteros mayores
o iguales que k. Es decir, sik € SCZyn+1 € S siempre que n € S, entonces SO {n € Z :n > k}.

Los niimeros racionales. En Z es posible la resta, pero no la division. Esta operacidn es posible
(dividiendo por elementos distintos de 0) en el conjunto Q de los niimeros racionales, que son co-
cientes de nlimeros enteros (con denominador no nulo). En este conjunto estan definidas la suma y
el producto, y una relacion de orden. Las propiedades de la suma, el producto y el orden para los
nlimeros enteros también las cumplen los nimeros racionales. Y ademas:
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e Elemento inverso para el producto: si a # 0, hay un niimero racional (y solo uno) que denota-
mos por a~' o é tal que a 'a=aa=' = 1.
Esta y las anteriores propiedades de la suma, el producto y el orden se resumen diciendo que QQ es un
cuerpo conmutativo totalmente ordenado.

Senalemos que en Q no hay ninguna propiedad similar al principio de induccion. Ni siquiera
puede hablarse del siguiente a un nimero dado: concretamente, entre dos nlimeros racionales distintos
siempre hay otro niimero racional. En efecto: si a < b, es facil comprobar que a < # <b.

Es facil descubrir huecos en Q: por ejemplo, ninglin nimero racional puede representar la longitud
de la diagonal de un cuadrado de lado 1. Dicho de otra forma, no existe ningin niimero racional a
tal que a®> = 2. En efecto: sea a € Q; podemos escribirlo como a = “l,con m y n enteros sin factores
primos comunes y n # 0. Si fuera a®> = 2 se seguiria que m?> = 2n?, luego m? es par, y también debe
serlo m; pero entonces m = 2p para algiin entero p, y sustituyendo en m> = 2> queda 4p* = 2n?. Es
decir, 2p? = n?; luego n” es par, y también deber serlo n. En resumen, m y n son pares; pero habfamos
supuesto que /1 y n no tenian factores comunes. La contradiccion viene de suponer que a® = 2.

Para poder hablar de nimeros que representen estas cantidades se necesita una nueva ampliacion
de los sistemas numéricos. Asi pasamos a considerar el conjunto R de los nimeros reales o, mas
exactamente, las propiedades de R (sin entrar en su naturaleza: no decimos qué es un niimero real,

sino como se manejan los nimeros reales).

1.1.3. Numeros reales: operaciones algebraicas

En R hay dos operaciones, suma y producto, respecto de las cuales es un cuerpo conmutativo.
Esto significa que si a, b, ¢ son niimeros reales cualesquiera, se cumple:

a) Propiedad asociativa de la suma: (a+b)+c=a+ (b+c).
b) Propiedad conmutativa de la suma: a+b = b+a.

c) Elemento neutro (cero) para la suma: hay un niimero real, que denotamos por 0, tal que 0+a =
a+0=a.

d) Elemento opuesto para la suma: hay un nimero real (y solo uno), que denotamos por —a, tal
que (—a)+a=a+(—a)=0.

e) Propiedad asociativa del producto: (ab)c = a(bc).
f) Propiedad conmutativa del producto: ab = ba.

g) Elemento neutro (identidad) para el producto: hay un niimero real distinto de 0, que denotamos
por 1, talque 1-a=a-1=a.

h) Elemento inverso para el producto: si a # 0, hay un niimero real (y solo uno) que denotamos
pora=' o1/a, tal que a 'a=aa"' = 1.

i) Propiedad distributiva del producto respecto de la suma: a(b+ c) = ab+ ac.

Todas las propiedades que usamos habitualmente se deducen de estas. Por ejemplo, veamos en detalle
como se prueba que para todo niimero real x es x-0 = 0:

x-OQx(O—I-O) 2x-()—l—x-O
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y de d) se sigue

0= —(x-0)4x0=—(x-0)+ [(x-0+x-0] 2 [~ (x-0) +x-0] +x-0 20+ x-02 x-0.

Los nimeros reales se pueden representar graficamente como puntos de una recta. Esto permite
ver, sobre todo, las relaciones de orden.
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1.2. Ordenacion de los nameros reales

1.2.1. Desigualdades fundamentales en R

En R hay una relacidon de orden que extiende la de los nimeros racionales. Las propiedades basicas
son las siguientes (a, b, c representan niimeros reales cualesquiera):

e Propiedad reflexiva: a < a.

Propiedad antisimétrica:a <byb<a=—-a=0>b.

Propiedad transitiva:a <byb <c=—a < c.

Propiedad de orden total: a < b o b < a.
e Relacion con la suma: a <b—a-+c<b+c.
e Relacion con el producto: ¢ > 0, a < b= ac < bc; en particular, c >0, b >0 = bc > 0.

Dados a,b € R, se escribea <bsia<bya#hb.

De estas propiedades pueden deducirse sucesivamente (es un ejercicio recomendable) las siguien-
tes desigualdades, que utilizaremos de aqui en adelante sin mas comentario segiin las necesitemos. En
lo que sigue, a, b, ¢, d, ay,. .., a, representan niimeros reales cualesquiera.

e a<bb<c=a<c.
e a<bb<c=a<c.
e a<b=—=a+c<b+ec.

e Suma de desigualdades: a < b,c < d =—> a+c < b+d, siendo entonces a+c =b+d siy solo
sia=byc=d.
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® ay,....,.a,>0=a,+---+a, >0;ademés,a; +---+a, >0exceptosia; =---=a, =0.

a>0,b>0=—ab>0.

a>0,b<0=—ab<0.

a<0,b<0=—=ab>0.

a* > 0.

a#0=a’>>0.

2ab < a® + b>.

e 1>0,—-1<0.
e a<b,c>0=ac<bc.

a<b,c<0=—ac > bc.

e a<b,c<0=ac>bc.
e 0<a<b=—da*<b°

e 0<a<b=—d*< b’

1
a>0 < —->0.
a

O<a<b—

°
IN

LI~ |~

e 1<bhb<0= -<

S= S

1.2.2. Valor absoluto de un niimero real. Desigualdades basicas
El valor absoluto de un nimero real a es el nimero real no negativo
a, sia > 0;
la| = .
—a, sia<O0.
Graficamente corresponde a la distancia de a al origen.

Definicion 1.2.1 (distancia entre niimeros reales). Dados a, b € R, se llama distancia entre a y b
al niimero real no negativo |a — b.

Graficamente, |a — b| mide la distancia geométrica entre los puntos a y b.
Recogemos las propiedades del valor absoluto que son de mayor interés para el resto del curso. Si
a, b, c, d denotan nimeros reales cualesquiera, se verifica:

o |l|=1;|—1]=1.

o |—da|=|a|
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o —|al <a<]al|

la| <b <= —b<a<b.

la| <b <= —b<a<b.

la| >b <= a>boda< —b.

la| > 0.

la| =0 <= a=0.

|ab| = |al - |b|.

la=!| = |a|~! siempre que a # 0.

a’> <b* <= |a| < |b|.

@ =b* < |a| = |b|.

Desigualdad triangular. Si a y b son nimeros reales cualesquiera,
|a+b[ <lal+1b].

Esta desigualdad es muy til, como iremos viendo. La demostracion es sencilla: seglin las propiedades
anteriores,

—lal<a<lal,  —|b]<b<]b|.
Sumamos las desigualdades y resulta —|a| — |b| < a+b < |a| +b|, es decir,
—(lal+1b]) < a+b < (la| +[b]).

Usamos otra de las propiedades anteriores (|c| < d <= —d < ¢ < d, cambiando la notacion) y
deducimos que |a+b| < |a| + |b].

Desigualdad triangular inversa. Sia y b son nlimeros reales cualesquiera,
[l = [b1] < la—b].

Esta desigualdad es consecuencia de la desigualdad triangular. En efecto: aplicando la desigualdad
triangular a los nlimeros b y a — b, resulta

la| = |(a =b) +b| < |a—b| +b],

es decir,
la| —[b] < |a—b].

Cambiando el papel de a y b, tenemos |b| — |a| < |b—a| = |a — b|, es decir,
—(lal = 1b[) < la—b].

De aqui se deduce que ’]a| — ]b[’ <la—b|.
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1.2.3. Conjuntos acotados en R. El axioma del supremo

Dado un subconjunto S de R y un niimero real a, si a < s para todo s € S se dice que a es una
cota inferior de S'y que S esta acotado inferiormente (por a). Si b es otro nimero real y b > s para
todo s € S, se dice que b es una cota superior de Sy que S esta acotado superiormente (por b). Si un
conjunto S esta acotado superior e inferiormente, se dice que esti acotado.

Un ntimero real m se dice que es el minimo de un conjunto S si pertenece al conjunto y es una
cota inferior. Es decir, sim € Sy m < s para todo s € S. Se escribe entonces m = minS.

Un ntimero real M se dice que es el mdximo de un conjunto S si pertenece al conjunto y es una
cota superior. Es decir, siM € Sy M > s para todo s € S. En ese caso, se escribe M = maxS.

Un ntimero real a se dice que es el infimo de un conjunto S si es la mayor cota inferior del S. Es
decir, si a < s para todo s € S y cada @’ > a no es cota inferior de S; de modo que se tendra a’ > s’
para alglin s’ € S. En ese caso, se escribe a = infS.

Dicho de otra forma, el infimo de un conjunto es el maximo del conjunto de cotas inferiores del
primero. Notese que si a = infS, seraa =minSsiy solosia € S.

Un ntimero real b se dice que es el supremo de un conjunto S si es la menor cota superior del S.
Es decir, si b > s para todo s € S y cada b’ < b no es cota superior de S; de modo que se tendra b’ < s’
para algin s’ € S. Se escribe b = sup S.

Dicho de otra forma, el supremo de un conjunto es el minimo del conjunto de cotas superiores del
primero. Notese que si b = sup S, serd b =maxSsiy solosia € S.

El axioma del supremo, o axioma de completitud de R, es la siguiente propiedad que caracteriza
la diferencia entre Q y R:

e Todo subconjunto no vacio de R acotado superiormente tiene supremo.

La propiedad simétrica (todo subconjunto no vacio de R acotado inferiormente tiene infimo) es con-
secuencia de lo anterior.

1.2.4. Propiedad arquimediana de R: consecuencias

Teorema 1.2.2 (propiedad arquimediana de R). Dados dos niimeros reales a, b, con a > 0, existe
algun nimero natural n tal que na > b.

Demostracion. Sean a,b € R, con a > 0. Razonemos por reduccion al absurdo: supongamos que la te-
sis no es cierta, es decir, na < b para todo niimero natural 7, y veamos que se llega a una contradiccion.
En tal caso, el conjunto S = {na : n € N}, que no es vacio, estaria acotado superiormente (por b), luego
por el axioma del supremo tendria supremo. Sea s este supremo, es decir, s = supS = sup{na : n € N}.
Puesto que a > 0, s —a < s; seglin la definicidon de supremo, s — a ya no puede ser cota superior del
conjunto S, de modo que existira algiin elemento en § estrictamente mayor que s — a. Dicho elemento
serd de la forma ma con m € N, y asi s — a < ma. Pero esto implica que s <ma+a= (m+1)ay
obviamente (m+ 1)a € S, con lo cual s no es una cota superior de S. Hemos llegado a una contradic-
cion. O

Aplicada al caso particular @ = 1, la propiedad arquimediana muestra que el conjunto N de los
nlmeros naturales no esta acotado superiormente por ningin nimero real.

Como consecuencia de la propiedad arquimediana se puede probar que todo nimero real esta
comprendido entre dos enteros consecutivos.
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Teorema 1.2.3 (parte entera de un namero real). Dado x € R, existe un niimero entero (y uno solo),
que suele denotarse con [x|, tal que
[x] <x<[x]+1.

El niimero [x] se llama la parte entera de x.

Demostracion. La desigualdad del enunciado equivale a decir que [x] es el mayor niimero entero que
es menor o igual que x. Para probar que existe, podemos utilizar uno cualquiera de los siguientes
caminos:

Primer camino. Comenzamos por observar que todo conjunto no vacio de niimeros enteros aco-
tado superiormente tiene un elemento maximo, como se deduce del principio de buena ordenacion de
los conjuntos minorados sin més que tomar opuestos. Pero el conjunto

S={neZ:n<x}

es no vacio, pues por la propiedad arquimediana existe n € N tal que n > —x y asi —n < x, luego
—n € §; ademas, S esti acotado superiormente (por x o por cualquier nimero natural superior a x, si
no queremos salirnos de Z). Por lo tanto, S tiene un elemento maximo, llamémosle m. Como m € S, se
tendrd m < x. Y como m es el maximo de Sy m < m+ 1, se deduce que m+1 ¢ S, es decir, x < m+1.

Segundo camino. Utilizamos que todos los niimeros naturales son mayores o iguales que 1 (de-
mostrarlo por induccion) y que los niimeros naturales son justamente los enteros positivos. Llamando
nuevamente S al conjunto de enteros menores o iguales que x, S es no vacio por el argumento anterior
y estd acotado superiormente por x; aplicando el axioma del supremo, S tiene un supremo, al que
vamos a llamar s. Como s — 1 ya no es cota superior de S, por ser estrictemente menor que s, existira
m € S tal que s — 1 < m < 5. Pero m también es cota superior de S, dado que si alglin n € S verificase
n > m obtendriamos m < n < s <m+1, de donde 0 < n—m < 1,y n—m seria un entero positivo
menor que 1, imposible. Por tanto vemos que hay un elemento de S que es cota superior de S, es decir,
que es el maximo de §, y como antes deberd cumplirm <x <m+1. 0

La propiedad arquimediana permite también deducir como estan distribuidos en R los nimeros
racionales.

Teorema 1.2.4 (densidad de QQ en R). Dados dos niimeros reales a, b, con a < b, existe algiin niimero
racional r tal que a < r < b.

Observacion. Si existe tal r, podra escribirse en la forma r =m/nconm € Z y n € N, de modo que
tenemos que encontrar m € Z 'y n € N tales que a < m/n < b o, lo que es lo mismo, na < m < nb. Es
intuitivamente claro, pensando en la representacion grafica de R, que entre dos niimeros a distancia
mayor que 1 siempre se puede incluir un niimero entero (suponiendo los dos nimeros positivos, por
ejemplo, superponiendo el segmento unidad consigo mismo hacia la derecha, la primera vez que
sobrepasemos el niimero mas cercano al origen, no habremos sobrepasado el otro niimero). Esta es la
idea que vamos a tratar de utilizar.

Demostracion. La propiedad arquimediana aplicadaa b—a > 0y a 1 nos asegura la existencia de un
n € N tal que n(b—a) > 1, con lo cual nb > na+ 1.

Sea ahora S = {p € Z : p > na}. Este es un conjunto no vacio (;por qué?) de ntimeros enteros
acotado inferiormente en Z (; por qué?); por lo tanto, posee un elemento minimo. Llamando m = min S,
puesto que m € S es m > na; y como es el minimo de S, m — 1 no puede estar en S, lo que significa que
m — 1 < na. Pero entonces m < na+ 1 < nb; asi pues, na < m < nb 'y finalmente a < m/n < b. L]
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1.2.5. Numeros irracionales

Los niimeros reales que no son racionales se llaman n#imeros irracionales. Veamos que existen
nimeros irracionales. Ya sabemos que no hay ningin nimero racional cuyo cuadrado es 2, asi que
vamos a probar que si hay un niimero real positivo cuyo cuadrado es 2. Este nimero tendra que ser
irracional.

Consideremos el conjunto S = {x € R: x > 0, x> < 2}. Este es un conjunto no vacio de niimeros
reales (por ejemplo, 1 € ). Y esta acotado superiormente, ya que si x € S,

¥ <2<4=2%

de donde se deduce que x < 2. Es decir, 2 es una cota superior de S. Luego el conjunto S tiene supremo.
Seav=supS;como 1 €S,v>1>0. Comprobemos que no puede ser v> > 2 ni v> < 2.
Siv? > 2, entonces tomando & = min{v, (v —2)/2v} se tendria h > 0,v—h >0y

(v—h)> =V —2vh+1* >V} —2vh >V} — (¥ —2) =2 > x%,

para todo x € S, de donde v — h > x. Pero v — h no puede ser cota superior del conjunto S porque es
menor que su supremo.
Si v? < 2, entonces tomando 4 = min{v, (2 —v?)/3v} se tendtia h > 0,v+h >0y

(v4h)? =V 420k + W <V 2vhFvh =V $3vh <V 4+ (2—1?) =2,

o sea, v+ h € S. Pero esto no puede ser, porque v+ /4 > v y en cambio para todo x € S se tiene x < v.
Queda asi como Gnica posibilidad v = 2. Este nimero positivo cuyo cuadrado es 2 se representa

por V2.

Teorema 1.2.5 (densidad de R\ Q en R). Dados dos niimeros reales a, b, con a < b, existe algiin
nimero irracional x tal que a < x < b.

Demostracion. Seay € R\ Q cualquiera (ya hemos visto que existe alguno). Puesto que a—y < b—1y,
seglin el teorema 1.2.4 existe algin r € Q talque a —y <r < b—y, de donde a < r+y < b. Por Gltimo,
r+y es un namero irracional, ya que si fuera racional se tendria y = (r +y) + (—r) € Q. U

1.2.6. Intervalos en R

Reciben el nombre de intervalos los subconjuntos de R definidos del siguiente modo (a, b son
nimeros reales cualesquiera):

e intervalo acotado y abierto: (a,b) = {x e R:a <x < b};

e intervalo acotado, cerrado por la izquierda y abierto por la derecha: [a,b) = {x e R:a <x < b};
e intervalo acotado, abierto por la izquierda y cerrado por la derecha: (a,b] = {x e R:a <x < b};
e intervalo acotado y cerrado: [a,b] = {x e R:a <x < b};

e intervalo abierto, acotado inferiormente pero no superiormente: (a,+%) = {x € R:x > a};

e intervalo cerrado, acotado inferiormente pero no superiormente: [a,+%) = {x € R:x > a};

e intervalo abierto, acotado superiormente pero no inferiormente: (—o,b) = {x € R:x < b};
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e intervalo cerrado, acotado superiormente pero no inferiormente: (—,b] = {x € R:x < b};
e intervalo no acotado inferior ni superiormente: (—o,+o) =R.

Notese que si a > b, (a,b) = 0, de modo que el conjunto vacio es un intervalo.
Los intervalos de R se caracterizan por la propiedad de los valores intermedios:

Proposicion 1.2.6 (caracterizacion de los intervalos reales). Un subconjunto I de R es un intervalo
si y solo si dados x,y € I, cada z € R tal que x < z <y también pertenece a I (dicho de otro modo:
con cada dos valores estdn también todos los intermedios).

Demostracion. Para probar la implicacion directa basta un examen de todos los casos. Por ejemplo,
sil=(a,b),x,yel,yzeRestalquex<z<y,setienea <x<z<y<b,luegoa<z<by por
definicion z € 1.

La implicacion inversa es trivial en el caso de que I = 0. Suponemos, pues, I # 0. Pueden presen-
tarse las siguientes situaciones: a) I es acotado; b) I es acotado superiormente pero no inferiormente;
c) I es acotado inferiormente pero no superiormente; d) I no es acotado superior ni inferiormente.
Veamos cada una de ellas.

a) I es acotado. Sea a = infl, b = supl. Obviamente entonces (a,b) C I C [a,b], pues ¢ €
(a,b) <= a < c < b,y por definicion de supremo e infimo existirAin un x € [ conx < cyuny € [
con ¢ <y, luego ¢ € I; por otra parte, también por definicién de supremo e infimo, de x € [ se sigue
a<x<b,osea,x€ [a,b]. Ahora,

e sia,bel, [a,b]=(a,b)U{a,b} CIC [a,b],luego I = [a,b];

e siacl,b¢ 1, [a,b) = (a,b)U{a} CIC la,b]\{b} = a,b),luego I = [a,D);
esia¢l,bel, (a,b]=(a,b)U{b} CIC|a,b]\{a} = (a,b],luego I = (a,b];
esiaZl, b1, (a,b) C1C [a,b]\{a,b} = (a,b),luego ! = (a,b).

b) I es acotado superiormente pero no inferiormente. Sea a = supl, con lo que (—o,a) C I C
(—o0,a], pues para cada z € I es z < a'y dado z < a, existe y € [ con z < y (por definicion de supremo)
y existe x € [ con x < z (I no esta acotado inferiormente), que con la hipotesis del enunciado da z € I.
En consecuencia,

e siacl, (—x,al=(—w,a)U{a} CIC (—»,a],luego I = (—x,al;
e sia¢l, (—x,a) CIC (—»,a]\{a} =(—»,a),luego [ = (—,a).

Los restantes casos se analizan de forma andloga: en ¢) se obtiene I = (a,+) o I = [a,+), donde
a=1nfl,yend) quedal =R. O

1.3. Apéndice: expresion decimal de un niimero real

En esta exposicion seguimos esencialmente la que puede verse en [AposToL2, pags. 13—15].
Los ntmeros reales de la forma

T e .

a —_— — e —_—

10 " 102 107’

donde ag es un nimero entero no negativo y ay, ..., a, son enteros que satisfacen 0 < a; <9, se

expresan normalmente de la forma ag,a1a;...a,. Esta expresion se llama representacion decimal
finita. Estos nlimeros son racionales, pero no todo niimero racional tiene una representacion decimal
finita (véase [AposToL2, pags. 13—14]).
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Proposicion 1.3.1 (aproximaciones decimales finitas de los niitmeros reales). Dado un niimero real
x >0, para todo n € N existe un decimal finito r, = ag,a1az . .. a, tal que

rn <x<r,+ W
En consecuencia,
x=sup{r, :ne€N}.

Demostracion. Para construir los r, basta tomar ag = [x], ax = [10¥x] — 10[10¥"'x], 1 <k < n (ver
detalles en [ArosToL2, pags. 14—15]).
Por otra parte, x es cota superior de {r, : n € N} por construccion, y es la menor de las cotas

superiores porque si y < x es posible encontrar un n € N de manera que 10" > —— (;por qué?) y
X—y

para este n es r, >y (;por qué?). O
Que x es el supremo del conjunto {r, : n € N} suele expresarse poniendo
X=aqp,a1ay...ay...

y se dice entonces que agp,a1as...a,... es una representacion decimal infinita de x. En ciertos ca-
sos, es posible obtener el mismo supremo para dos representaciones decimales infinitas distintas,
ver [AposToL2, pag. 15].

Para x = 0, suele tomarse como representacion decimal 0,00...0...; y para x < 0, se parte de una
representacion decimal de —x y se coloca un signo — delante.

Hay una presentacién mas geométrica y computacional en [Lax, sec. 1.3].

Si en lugar de potencias de 10 se utilizan potencias de 2, se obtiene la representacion binaria
de los nimeros reales; la representacion hexadecimal resulta al tomar potencias de 16. Ambas son
muy importantes (especialmente la primera) en relacion con los ordenadores. Pueden verse detalles
en [ABELLANAS-GALINDO, cap. 3] y [BARTLE-SHERBERT, pag. 73y sigs.].

1.4. Ejercicios

Ejercicio 1.1. Sea x € R. Demostrar que si |x| < € para todo € > 0, entonces x = 0. ;Qué niimeros
reales x cumplen que x < € para todo € > 0?

Ejercicio 1.2. Decir si cada una de las siguientes expresiones es cierta o falsa:
30 30 100
a Y =3 b) 3 2=200
=t R = /=0

20 20 100 100 \ 2
o S2+AH=2+3/ d 2k2:<§k>
= k=1 k=1

j=1
Ejercicio 1.3. Expresar con notaciéon de sumatorio:
1 1 1 1

bt -t ———  b) 14404900+ 16000 -+ 250000 + 3600000
D Totyatiat toq P 1T40+900+ + +

¢) 1—2x+3x%—4x3+5x* d) @ +a*b+a’b*+d*b +ab* + b

e) @ —ad*' b+’ —a*bP+ab*—b ) apx* +a1xX’ +ax® +asx+ay
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1 1 1 n 1
Ejercicio 1.4. Sabiendo que ——— = - — ——, hallarlasumade ¥ ——.
JjG+1Y) o+l ~A1jl+1)

Ejercicio 1.5. Hallar las sumas siguientes (n € N):

n

a) 3 (2j—1) (usarlaigualdad j> — (j—1)>=2j—1, j € N).

j=1

n
b) ¥ j (apoyarse en a)).
=1
Ejercicio 1.6. Probar que x" —y" = (x —y) (x" ' 4+ x"2y4---4xy" 2 4+y" 1) paracadan € N, x,y € R.
Escribir el segundo miembro con notacion de sumatorio. Esta expresion recibe el nombre de formula
0 ecuacion ciclotomiica.

noo
Ejercicio 1.7. Deducir de la ecuacion ciclotomica la suma de Y x/, x # 1. Hacer operaciones en la
J=0

j%x/ para

n . n .
expresion (1 —x) ¥ jx/ para deducir lasumade Y jx/, x # 1. Analogamente en (1 —x)
' ' =1

n
J=1 J=1 Jj=

n .
deducir la sumade 3 j2x/, x # 1.
=

Ejercicio 1.8. Demostrar por induccion las propiedades siguientes (n € N):

Lo nnt+1)(2n+1) n k+4  n(B3n+7)
a)kgf B 6 > k;k@+4xk+m‘*xm+nm+2y
n 2 n n__
0) 2k3:<”(”+1)>. d) _zarf'*lzu (r #1).
k=1 2 f= r—1
&1 ol (=DM
®) kzlikZ\/ﬁ' b k:§+1%_2k:1 ko

Ejercicio 1.9. Deducir de las ecuaciones

1=1
1—4=—(1+2)
1—-4+49=1+2+3

1—449—16=—(1+2+3+4)

una formula general sencilla que incluya las anteriores como casos particulares, y demostrarla me-
diante el principio de inducciodn.

Ejercicio 1.10. Probar la férmula del binomio de Newton: para cada x,y € Ry cadan € N,
n n . )
(x+y)n — < > x]yn—]'

Deducir de ella que:

a) 1+n+ Nt (T ) +1=2m
2 n—1

b) 1—n+(§>+~-'+(—1)”_1( " >+(—1)":0.

n—1
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Ejercicio 1.11. Demostrar que si un conjunto A de niimeros naturales contiene a ng y ademéas cumple
n€A=n+1 €A, entonces A contiene a {n € N:n > ng}. ;Puede asegurarse siempre la igualdad de
estos conjuntos?

Ejercicio 1.12. Demostrar que 7>"+! —48" —7 (n € N) es divisible por 48.
Ejercicio 1.13. Demostrar que 2> 4 1517 — 1 (n € N) es maltiplo de 9.

Ejercicio 1.14. Desigualdad de Bernoulli: probar que para todo x > —1 y todo n € N se verifica
(I+x)">14nx.

Ejercicio 1.15. Probar las siguientes desigualdades para n € N:
a) n!>2"1 m>3) b) (2n)! <22 (n!)?

c) \/I’L+ n—1+--'+\/2+\ﬁ<\/ﬁ+l
n S
Ejercicio 1.16. Sean x,y >0y paracadak,n € N,sea o, = 3 j* ('Jl.)x’y”_f.
j=0
a) Probar, mediante la formula del binomio de Newton, que @ , = nx(x+y)" 1.

n . .
b) Hallar o5 ,. Sugerencia: calcular antes B, = 3 j(j—1) (’})x-’y"*<’ .
j=0
c¢) Obtener un procedimiento para calcular oy , para cualesquiera k,n € N.

Ejercicio 1.17. Desigualdad de Cauchy-Schwartz: probar que si xi,...,X,,V1,--.,¥n € R, entonces

() <(34) (87)

Deducir que, si a> +b? = ¢> +d* = 1, entonces |ac + bd| < 1.

n 2n+1)?
Ejercicio 1.18. Sea P(n) la propiedad ¥ k= (ng)
k=1

a) Probar que si P(n) es cierta, entonces P(n+ 1) es cierta.
b) Discutir la afirmacion: se deduce por induccion que P(n) es cierta para todo n € N.

Ejercicio 1.19. Decidir para qué ntimeros naturales n es cierta la desigualdad 2" > n?. Demostrarlo
por induccion.

Ejercicio 1.20. Comparar n"*! y (n+ 1)" para n € N, y enunciar y demostrar qué desigualdad se
verifica entre ambos nimeros.

Ejercicio 1.21. Probar por induccion que si aj,as,...,a, son nimeros reales positivos tales que
aiay...a, = 1, entonces a; +ay + --- + a, > n. Deducir de aqui que si x1,x2,...,X, son nimeros
reales no negativos cualesquiera, entonces

X1+xX2+- X
n

> N/X1X2 .. X,

es decir, su media aritmética es siempre mayor o igual que su media geométrica.
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1 n
Ejercicio 1.22. Probar que para todo niimero natural n es (1 + ) < 3.
n

Ejercicio 1.23. Demostrar que el cardinal del conjunto de las partes de un conjunto que tiene n
elementos es 2".

Ejercicio 1.24. Hallar las soluciones de las desigualdades siguientes:

1
a) 2249 +6>x+2 b) xt-<I1 0 —— <0
X x+5
3x2—1 2x—1 2x* +9x+6
d —>0 <1 - >1
) 14+ x2 > ©) 3x+2 — D x+2 -
2
x*—4x+4 x—1 3x+2
— >0 h <
&) 1+x3 ) 3x+4~  x
Ejercicio 1.25. Resolver las ecuaciones:
—1 x—1
2 _5¢46)=—(x2—5x+6 by || =
a) |x x—+ 6| (x x+6) ) ol Rl

) |(¥+4x+9)+(2x—3)| =[x +4x+9|+[2x=3| d) |[x—1|]x+1]=0
e) |x—1|lx+2/=3

Ejercicio 1.26. Resolver las siguientes desigualdades:
a) |x—1]+]x+1|<1 b) |x=5<[|x+1] ¢ [3x—5/<3

d |KX-1]<1 e) [F—x+1>1 0 1<px—1[<2
g x—|x|>2 hy [P—x[+x>1 D |[x+x—1]<2
. 1 1]

i), m<|x—2‘ k) —1<5+<2

Ejercicio 1.27. Estudiar para qué ntimeros reales x se cumple:

1 ) 1
a) ﬁayﬁa b) |2x—[2x—1|| =—5x
X X

Ejercicio 1.28. Calcular el supremo y el infimo, si existen, de los siguientes conjuntos, indicando si
son maximo o minimo respectivamente:

a) {l:neN}u{o} by {%tl:neN}

¢) {ntlineNy d {xreQ:x[<V2}u{xeQ: L >7}

e) {I+(-1)":neN} f) U {xeR:n’2—nBn—1)x+(2n®—3n—-2) =0}
9 {3:neN} b {(—D)"fneN}

i) {xeR:x>+x-1<0} j) {xeR:x<0,x*+x—1<0}
Kk {reR:24+x+1>0} D Ur, (-1

m G (<o) m i[5 20]
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Ejercicio 1.29. Sean A un conjunto, s = supA y € > 0. ;Se puede asegurar que existe alglin a € A
tal que s — € < a < s? En caso afirmativo, demostrarlo. En caso negativo, dar un contracjemplo y

modificar las desigualdades anteriores para que sea cierto.
Ejercicio 1.30. Sean A y B dos conjuntos no vacios, acotados, de nimeros reales.
a) Demostrar que si A C B, entonces

supA < supB, infA > infB.

b) Probar que si x <y para todos los x € A, y € B, entonces
supA <yparatodoy € B; x <{infBparatodox¢c A

y por lo tanto supA < infB.

¢) Demostrar que si supA < inf B, entonces que a < b para todos los a € A, b € B. Justificar si es
cierto el reciproco.

Ejercicio 1.31.  a) Sean A y B dos conjuntos acotados de niimeros reales. Definimos el conjunto
A+B={x+y:x €A, y€ B}. Demostrar que

sup(A+ B) = supA+supB, inf(A+ B) = infA+ infB.
b) Sean A = {xy,x2,...,x,} CR, B={y1,y2,...,ya} C R, y consideremos el conjunto
C= {xl +Yy1,X2+y2,. X +yn}-

Demostrar que
supC < supA +supB, infC > infA 4 infB.

Dar algtin ejemplo que muestre que las desigualdades pueden ser estrictas.



