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Prefaci

“Numerical Analysis is the effective
representation of anything by anything ”.
Preston C. Hammer

Aquest llibre és un intent de posar a I'abast dels estudiants d’un primer cicle
universitari d’estudis cientifics o técnics els métodes numeérics més adients als
problemes que es tracten actualment, aixi com un anar aprenent les técniques que
fa servir la Matematica Aplicada.

La incorporacié d’una llista amplia de problemes aixi com la presentacid,
discussio i resolucié d’una practica per capitol, a més de la llista de practiques,
volen fer d’aquest llibre un instrument que serveixi per a la introduccié en el Calcul
Numéric d’'una manera no només teorica siné també amb totes les eines que podem
disposar d’una forma efectiva i practica. A més de presentar exemples dels métodes
introduits, les practiques proposades no només sén un mitja per anar-se introduint
en els diferents paquets numérics siné també per aproximar-se a problemes lligats
amb Dlenginyeria dels quals presentem models simplificats per facilitar la tasca de
Palumne.

El nostre principal objectiu en escriure aquest llibre és donar una introduccié a
PAnalisi Numérica fent un repas de moltes de les eines que es fan servir; per tant, un
dels punts que tractarem en tots els capitols és 'analisi de ’error, sia dels diferents
problemes, sia dels métodes presentats. D’altra banda, a cada capitol es presenta
un nombre considerable d’exercicis i problemes numérics per resoldre, a més dels
exemples comentats amb tot detall.

Per a una total comprensié del contingut d’aquest llibre, el lector ha de tenir
coneixements d’algebra lineal, i d’un primer curs complet d’analisi i, per alguns
capitols, temes més especialitzats com sén equacions diferencials ordinaries i variable
complexa (vegeu 'esquema que es presenta al final d’aquest Prefaci).

Unes paraules sobre el contingut del llibre. Fonamentalment, esta dedicat als
temes segtients: errors, interpolacié i aproximacié de funcions, resolucié numerica
de sistemes d’equacions lineals diferenciacio i integracié de funcions, métodes per a

xi
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x11 Prefaci

trobar zeros de funcions no lineals, calcul de valors i vectors propis, optimitzacid i
resolucié numeérica d’equacions diferencials ordinaries.

Una dificultat en qué es troben els alumnes que s’inicien en el Numeéric és d’anar
acceptant que tots els calculs que es fan sén aproximats, que la seva precisié és
finita i a vegades enganyosa. Amb la introduccié dels manipuladors algebraics on
la precisié és infinita, seria convenient, quan tenim un problema a resoldre, fer un
estudi previ; no sigui que calgui una capacitat de memoria inaccessible o un temps
d’execucié impossible que facin més adient elegir técniques numeériques. Aixi i tot,
sempre hi haura problemes on qualsevol manipulador pot presentar menys dificultat
i una resposta més rapida. Caldra sempre, doncs, una analisi prévia.

El nostre agraiment als companys de docéncia de I’assignatura de Calcul Numéric
aixi com a la collaboracié de la Silvia Muray i I’Elena Rodriguez en ’elaboracid i
resolucié6 de les Practiques. Reconeixement a en Gerard Gémez pel seu suport i ajut.
Finalment, donar les gracies a la Margarida i a la Nuria per la seva paciéncia, ajuda
i comprensié amb les quals el treball s’ha pogut fer de forma més planera.

Per acabar, voldriem que aquest llibre fos 'aportacié de 'experiéncia de 16 anys
donant I'assignatura de Calcul Numeéric a estudiants de la Facultat d’Informatica de
Barcelona i a llicenciats recents que volen aprendre les eines basiques del Numéric
per aplicar-lo a la seva investigacid.

Els autors.
Preliminars 1
/ \
Sist’s Lin’s 4 Zeros 6 Interpolacié 2 Aproximaci6 3
VAP’s 7 Integracié 5 FFT 9
EDO’s 8 Extrems 10

Esquema de possibles relacions entre els capitols.
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Llistat de rutines

A continuacié presentem un llistat de totes les rutines que aparéixen en aquest llibre.
S’especifica si s6n un programa principal (P), una subrutina (S) o una funcié (F).
També es detalla per a cada una d’elles, a quines altres rutines es criden i per quines
sén cridades.

Nom Comentari Pag.

BACTERI (P) Exemple d’aproximacié per minims quadrats, utilitza la rutina 105
SVD.

CIRCUIT (P) Exemple de resolucié de sistemes lineals, utilitza les rutines 148
DECOMP i SOLVE.

COLUMNA (P) Exemple de calcul de valors propis, utilitza les rutines ELMHES i 299
HQR.

DECOMP  (S) Descomposicié LU per eliminacié gaussiana, és utilitzada per 149
CIRCUIT.

ELMHES (S) Transforma una matriu a matriu Hessenberg, és utilitzada per 300
COLUMNA.

EQSEGON (P) Calcul de la solucié de 'equacié de segon grau. 39

FFT (S) Calcul de la transformada discreta de Fourier per l’algorisme de 397
Cooley-Tukey, és utilitzada per FFTEXEMP.

FFTEXEMP (P) Exemple de la transformada rapida de Fourier, utilitza la rutina 395
FFT.

FMIN (F) Calcul del minim d’una funcié unimodal convinant el metode de 411
la ra6 aurea i la interpolacié parabolica, utilitza la rutina FUN de
la pag. 410, és utilitzada per FRESNEL.

FRESNEL (P) Exemple del calcul del minim d’una funcié, utilitza la rutina FUN 410
i FMIN.

FUN (F) Funcié necessaria per a ROMBERG. 187

F (F) Funcid necessaria per a ZEROAP. 239

FUN (F) Funcié utilitzada per FMIN, utilitza la rutina ROMBERG8 i 410
IFRESNEL.

FUN1 (F) Funcib necessaria per a ROMBERG. 187

449
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LLISTAT DE RUTINES

Nom Comentari Pag.

HQR (S) Metode QR sobre una matriu Hessenberg, és utilitzada per 301
COLUMNA.

IFRESNEL (F) Funcié utilitzada per ROMBERGS. 411

PILAR (P) Exemple d’integracié numerica, utilitza les rutines ROMBERG8, FUN 187
i FUN1.

PIROLISI (P) Exemple de la resolucié d’una equacié diferencial, utilitza les 356
rutines REACTOR i RKF78.

POBLACIO (P) Exemple d’interpolacié per spline cibica, utilitza les rutines 70
SPLINE i SAVAL.

REACTOR (S) Rutina utilitzada per RKF78. 358

RKF78  (S) Metode Runge-Kutta-Fehlberg d’ordres 7 i 8 per a equacions 358
diferencials, és utilitzada per PTROLISI.

ROMBERGS8 (S) Calcul de la integral d’una funcié per un meétode de Romberg — 188
d’ordre vuit, utilitza les rutines FUN, FUN1 i IFRESNEL, és utilitzada
per ROMBERG.

SAVAL (S) Avaluacié de la spline ctibica generada per SPLINE, és utilitzada 70
per POBLACIO.

SOLVE (S) Resolucié del sistema d’equacions lineals descomposat per DECOMP, 152
és utilitzada per CIRCUIT.

SPLINE (S) Calcul de la spline cubica Forsythe, és utilitzada per POBLACIO. 68

SVD (S) Calcul dels valors singulars d’'una matriu utilitzant una variant 106
del metode QR, és utilitzada per BACTERI.

VOLUM  (P) Exemple del calcul del zero d’una funcié, utilitza les rutines 239
ZEROAP i FUN.

ZEROAP (F) Calcul del zero d’una funcié combinant els metodes de la biseccié, 240

interpolacié quadratica inversa i secant, utilitza la rutina FUN, és
utilitzada per VOLUM.
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Glosari de simbols

| f]]2 norma euclidiana 76

|| fl|2,w norma euclidiana amb pes 76

|| f]loc norma infinit 76

|| flloo,w norma infinit amb pes 76

Az error absolut 16

AFf(z;) k-essima diferéncia finita 57

e epsilon de la maquina 14

€, error relatiu 16

k(A) nombre de condicié de la matriu A 128
4 unitat d’arrodoniment 17

pr unitat de truncament 17

I(r; h) polinomi d’estabilitat absoluta 328

p(A) radi espectral de la matriu A 421

)

(
(¢)y o(¢) polinomis associats a un métode lineal multipas 325
7(z,h) error local de truncament 321

(

7(h) = maxge(ap—kn) ||7(2, h)|| 322
Ttk = T(zn, h) 328

Bj matriu d’iteracié del metode de Jacobi 135

451
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Bgas matriu d’iteracié del metode de Gauss-Seidel 136

B, matriu d’iteracié dels metodes de relaxacié 139

E,(f; X) error de 'aproximacié Min-Max discreta 93
E,(f;[a,b]) error de aproximacié Min-Max discreta 91

fl(z) flotant d’z 13

flZi, Tig1s .- Tigj, Tivjq1) diferéncies dividides de Newton 51
h(t) <= H(f) parella de transformades de Fourier 382

l;(z) polinomis de Lagrange 49

O(ay,) ordre d’una successié 20

Spec(A) espectre de la matriu A 421

V(a) nombre de canvis de signe en el punt a d’una successié de polinomis 226

E(k) integral elliptica de segona espeécie completa ([1] cap. 17)
erf(z) funcié error ([1] cap. 7)

F(a,b;c;z) funcié hipergeometrica ([1] cap. 15)

Jpn funcié de Bessel ([1] cap 9)

K (k) integral elliptica de primera especie completa ([1] cap. 17)

T, (z) polinomis de Txebixev ([1] cap. 22)

< molt més petit que
S més petit o aproximadament igual a

1=1-=n 7 é un nombre enter des de 1 fins a n

(f,g) producte escalar de les funcions f i g

© Els autors, 2000; © Edicions UPC, 2000.



GLOSARI DE SIMBOLS 453

d;j delta de Kronecker

diag(aq,...,a,) matriu diagonal d’elements ay,...,a,
I(x9,21,22) interval més petit que conté els punts xg, z1, T2
P espai de polinomis de grau inferior o igual a n

Rmn espai de funcions racionals de graus com a maxim m i n
sign(z) funcié signe d’z

y(x; 20, yo) solucié6 de l'equacié diferencial ¢y = f(z,y) amb condicions inicials
y(z0) = yo
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7, aproximacié de 30,193
3/8
férmula dels 166
regla dels 168
A-conjugats 406
acceleracié de la convergencia 29,208
Adams-Bashforth, metode d’ 222,336,
352
Adams-Moulton, meétode d’ 337,352
Aitken, metode d’ 30,50,209,215
algorisme
estable 10,11
inestable 10
numericament 7
amplitud de banda 399
aproximacié de funcions 3
continua 76
convergencia 85
discreta 76
exponencial 76
polinomica 76
racional 76
trigonometrica 76
aproximacié Min-Max 76,90
continua 90,94
convergencia de I’ 91
existéencia de I’ 90
polinomica discreta 93
calcul de I’ 98
caracteritzacié de I’ 93
unicitat de I’ 93

racional continua 99
aproximacié Minim-Quadratica 76,142,
415
polinomica 86
continua 87
discreta 88
arrels d’un polinomi 8
calcul de les 223
complexes 231
conjugades 232
positives 227
reals 224,225,227,231
arrodoniment 13,16,17,23
algorisme d’ 19
error d’ 3,7,8,15,27,131,162
unitat d’ 17
autocorrelacié 400

Bairstow, metode de 232
banda limitada 383
base

ortogonal 79

ortonormal 79
Beattie-Bridgeman, equacié de 238
Bessel, funcié de 33,42,65,72,154,

192,193,244,305

Birge-Vieta, metode de 228
biseccié, metode de la 199,208,263
bloc de Jordan 418
Brend, metode de 210
Broyden, metode de 220
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Budan-Fourier, teorema de 227

calcul
cientific 2
d’inverses 119,126
de les arrels de polinomis 223-228,
231,232
del nombre de condicié 138
del valor propi
més gran 263,268
més petit 266
Cardan, metode de 248
cancellacié 15
algorisme amb 23
catastrofica 15
Christoffel, nombres de 177
coeficients de Fourier 427
coma flotant
conjunt de niimeros en 12
divisi6 en 20
multiplicacié en 20
operacions en 18
representacio aritmetica en 12
suma en 18
comparacié, metodes de 29
condicié d’ortogonalitat 173
conjugat, A- 406
conjunt
de mesura nulla 424
de ntimeros normalitzat 12
integrable 424
consisténcia 322,324
constant asimptotica de ’error 206,218
continuacié, metodes de 221
control del pas d’un predictor-correc-
tor 339
convergencia 322
acceleracié de la 29,208
cibica 206

error de 3

factor de 136

lineal 206

ordre de 20,205

quadratica 206

velocitat de 137
convolucié 400,425,429
Cooley-Tukey, algorisme de 390
correlacié 400
Cotes, nombres de 165
Cramer, regla de 3,118
Crout, metode de 123,124

Dahlquist, teorema de 325
decimals correctes 16,208
deflacié 228,268

de Householder 270

de Wielandt 268
derivacié interpolatoria 160
Descartes, regla de 227
descomposicid

en valors singulars 89,420

LU 121,276,419

QR 259,280,420
desplacament

de 'origen 266,284,288

doble conjugat 285,288
diferencies dividides 51,54,57

de Newton 51
diferencia finita 57,312,313
digits, nombre de 12,13
Dirac

distribucié de 428,429

pinta de 428,429
discretitzacid, error de 3,321
distribucié 427

regular 428

suport d’'una 429

temperada 430
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distribucié normal 400

divisié en coma flotant 20

doble desplacament conjugat 285,288
Doolittle, metode de 123,124,125

eficiencia 3,206,212
index d” 213
element pivot 121
eliminacié gaussiana 119,120,122
error de I’ 129
epsilon de la maquina 14
equacions normals 79,80,142
equacié en diferencies 312
lineal homogenea 313
error
absolut 16,17
propagat 24
acumulacié de I’ 25
constant asimptotica del” 206,218
d’arrodoniment  3,7,8,15,27,131,
162
de convergencia 3
de discretitzacié 3,321
de mesura 7
de representacié 7,17
de sobreiximent 12
de sotaeiximent 12
de truncament 3,7,16,162,163
del problema 7
endavant 10,25,26
enrera 10,11,26
huma 7
inicial 7
local 321
de truncament 321,337,341
propagaci6 de I’ 21
relatiu 16,17
propagat 24
espectre d’'una matriu 421

estabilitat 10,11,312,323,324
absoluta 327
d’un predictor-corrector 339
d’un Runge-Kutta 343
regié d’ 329
asimptotica 312
estimacié de I'error d’un predictor-co-
rrector 337,338
estimacié de l'error d’un Runge-Kutta
341
Euler, metode d’ 222,324
endarrera 319,329
endavant 318,329,334
modificat 340
Euler, serie transformada d’ 32

Faber, teorema 59
factor de
convergencia asimptotic 136
relaxacié 139
factoritzacio
LU 121,276,419
QR 259,280,420
FFT 390
Fibonacci, successié de 315,404
Fletcher i Reves, metode de 409
forma normal de Jordan 418
férmula de Lagrange 49
férmules compostes d’integracié 167
Forsythe, spline 62
Fourier
coeficients de 85,427
serie de 84,427
truncada 84,85
transformada de 382,425
de distribucions 430
inversa 382
discreta 383,384,432
rapida 390
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Francis, metode de 280
Fresnel, integral de 194
funcié
fl(z) 13
aproximadora 76
existéncia i unicitat de la 77
densitat 400
error  41,72,154,192,244,305,368,
414
elliptica 43,154,245
hipergeometrica 43,72,192
integrable 423
localment 425
negligible 424
normal 100
ortogonal 81
ortonormal 81,86
periodica 385
de banda limitada 385
unimodal 402

Gauss modificat, metode 126
Gauss-Hermite, integracié de 180
Gauss-Jordan, metode de 126
Gauss-Laguerre, integracié de 179
Gauss-Legendre, integracié de 174,
245
Gauss-Seidel, metode de 132,135
Gauss-Txebixev, integracié de 178
Gerschgorin, teorema 251
Givens
metode de 254,258
reflexions de 291
transformacions de 288
Golub-Reinsch, meétode de 289
gradient conjugat, metode del 406
Gram, polinomis de 83
Gram-Schmidt, metode d’ortogonalit-
zacio de 81

grau de precisié 165

Hermite
interpolacié de 59
error en la 60
polinomis de 180
Hessenberg superior, matriu 254,260,
261,274
Heun
férmula de 341
metode de 320,325
Hilbert, matriu de 10,80,155,262
hipergeometrica, funcié 43,72,192
Horner 213
metode de 28
Householder
deflacié de 270
matriu de 257,270,286,288
metode de 256
transformacions de 257,270,286,
288

index d’eficiencia 213
inestabilitat
del problema 10
numerica de l’algorisme 7
integrable
conjunt 424
funcié 423
localment 425
integracié 164
gaussiana 172
amb pes 177
integrals elliptiques 43,154,244
integrals impropies 171
interpolacié
de Hermite 59
directa, metode d’ 210
exponencial 48
inversa, metode d’ 210
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per splines ctibiques 156
polinomica 48
error en la 53,92
racional 48
trigonometrica 48
interval d’incertesa 403
intervals encaixats, métodes d” 198
inversa d’una matriu
calcul de I’ 119,126
iteracié simple, metode d’ 216

Jacobi, metode de 132,135,272
classic 272
ciclic 272

Jordan, forma normal de 418

Kirchoff, llei de 147,376
Kronecker, delta de 49
Kutta, regla de 341

Lagrange
férmula de 49
polinomi de 49,160
Laguerre
metode de 229
polinomi de 179
regla de 224
Lanczos, métode de 156
Legendre, polinomi de 82,87,103,174,
176,245
lineal multipas, métode 319,323,325,
329
explicit 319
implicit 319
LR, metode 276,280
LU, factoritzaci6 121,276,419

Maehly 100

mantisa 12
matriu
2-ciclica 139
adjunta 417
conjugada 417
consistentment ordenada 139
de Householder 257,270,286,288
definida positiva 417
diagonal 417
diagonalitzable 418
hermitica 417
Hessenberg superior 417
ortogonal 417
simeétrica 417
singular 417
trasposada 417
triangular superior 417
tridiagonal 417
unitaria 417
matrius semblants 418
Mattson 100
Meinardus, conjectura de 115
metode
compacte 123
de continuacié 221
d’intervals encaixats 198
d’iteracié simple 216
del gradient conjugat 406
del punt fix 202
directe 119
eficiencia del 3
estable 11
iteratiu 201,202
eficiencia d'un 212
estimacié de ’error d’'un 204
LR 276,280
lineal multipas 319
optim 326
QR 280,290

implementacié numerica del 288
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mesura normalitzacié, algorisme de 19
d’un conjunt 424 normalitzat, conjunt de ntimeros 12
error de 7 Nyquist, frequeéncia critica de 383
Milne

férmula de 166
regla de 169
minims quadrats 76,142,415
polinomics 86
continus 87
discrets 88
model matematic 2,3,4
aproximat 4
solucié del 3
modulacié d’amplitud 399
moduladora 399
Muller, metode de 210
Muller-Traub, métode de 235
multiplicacié en coma flotant 20

Neville, metode de 50
Newton
progressiva, férmula de 57
regessiva, férmula de 58
diferéncies dividides de 51
férmula d’interpolacié de 207
férmules de 51,54
metode de 101,201,202,204,206,
208,210,211,212,213,214,219,
222,228,229,261,263,346,348
modificat 228
regla de 225
Newton-Cotes, formules de 165,166
nombre de condicié 24,127,128
calcul del 138
norma
consistent 421
estricta 78
euclidiana 80
subordinada 421

Ohm, llei d’ 147.375
Ostrowski, teorema d’ 217
operacions en coma flotant 18
optimitzacié 402
ordre 324

d’una funcié 21

d’una successiéo 20

de convergencia 20,205

ortogonal
base 79
funcié 81

ortogonalitat, condicié d’ 173
ortogonalitzacié de Gram-Schmidt, me-
tode d’ 81
ortonormal
base 79
funcié 81,86
overflow 12,36

Padé, aproximacié de 114
paraula, longitud de la 14
parella de transformades 382
Parseval, identitat de 85,86
extesa 8b
pas d’integracio, eleccié del 170
peéndol invertit 372
pirolisi de l'eta 354
pivotament
parcial 121
total 121
Polak i Ribiere, meétode de 409
polinomi
arrels d'un 8,223
complexes 231,232
positives 227
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reals 224,226,228,231
caracteristic 314,321
d’estabilitat absoluta 328
de Gram 83
de Hermite 180
de Laguerre 179
de Lagrange 49
de Legendre 82,87,103,174,176,
245
de Txebixev 55,80,92,102,103, 178
interpolador 49,52,210
ortogonal 81,173
arrels d’'un 84
trigonometric 427
portadora 399
poténcia, metode de la 263,268
inversa 267
desplacada 267
precisid
d’un ordinador 14
grau de 165
predictor-corrector 335,336,343
control del pas 339
estabilitat absoluta d’'un 339
estimacié de l'error d’'un 337,338
problema
de tres cossos 373
de valors
frontera 344
inicials 318
singulars 345
inestable 10
mal condicionat 24
sensible a les condicions inicials 8
producte de convolucié 400,425
de distribucions 429
programacié lineal 402
propagacié de 'error 21
punt fix
teorema del 216

meétodes del 202

q.p-t. 424
QR
factoritzacio 259,280,420
metode 280,290
implementacié numerica del 288
Quade, metode de 350
quasi per a tot 424

raé auria 405

metode de la 402
Rayleigh, quocient de 265
refinament iteratiu de la solucié 137
reflexions de Givens 291
regié d’estabilitat absoluta 329
Regula-Falsi, metode de la. 200,202,208
residu 128
Remes, algorisme de 100,116
Richardson, extrapolacié de 162,169
Romberg, metode de 169,184
Runge, fenomen 59,73
Runge-Kutta, metode 320,328,340,341,

343

d’ordre 4 321

estabilitat absoluta d’'un 343

estimaci6 de l'error d’'un 341

explicit 320

implicit 320
Runge-Kutta-Fehlberg, metode 342
Rutishauser, metode de 276

secant, metode de la 202,207,210,213,
214
Schmidt, métode d’ortonormalitzacio
de 288
Simpson
férmula de 166
regla de 168
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sistema d’equacions lineals 406
mal condicionat 128
sobredeterminat 141

sobreiximent, error de 12

sobrerelaxacié
factor de 139
metodes de 138

sotaeiximent, error de 12

spline
cubica 60

completa 62
curvatura minima 64
error 63
Forsythe 62
interpoladora 61
natural 60,62
periodica 74
quadratica 67

Sturm, successié de 225,261
construcci6 de la 226

substitucié cap al darrera 118,120

substitucié cap al davant 119

suma en coma flotant 18

suport d’una distribucié 429

serie de Fourier 84,85,427

series, calcul de 28

Taylor metode de
directe 210
invers 211,212
tir metode del
parallel 347
simple 345
transformacié
de Givens 288
de Householder 257,270,286,288
transformada de Fourier 382,425
de distribucions 430
inversa 382

discreta 383,384,432
rapida 390
trapezi, metode del 319
trapezis
férmula dels 165,166
regla dels 167,169
traslacié de l'origen 266,284,288
tren d’impulsos 428
truncament 13
error de 3,7,16,162,163
local 321,337
unitat 17
Txebixev
metode de 211,212
polinomis de 55,80,92,102,103,178
teorema de 90
Txoleski, metode de 125

underflow 12,36
unimodal, funcié 402
unitat
d’arrodoniment 17
de truncament 17

Van-dermonde, determinant de 48
Volterra 371
valor propi 250,261,418
més gran, calcul del 263,268
més petit, calcul del 266
valors
frontera, problema 344
singulars 289,420
calcul de 289
descomposicié en 89,420
vector principal 419
vector propi 250,261,263,268, 272,418
velocitat de convergéncia 137

Weddle, formula de 166
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Weierstrass, teorema 77
Werner 100
Wielandt
deflacié de 268
metode de 267

xifres significatives 16,23

zero multiple, calcul d’'un 214
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