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INTRODUCCION

Estas notas han sido elaboradas con el objetivo de ofreaegrakante a las carreras de la
FaMAF un curso introductorio a la l6gica elemental y taate conjuntos. Los temas abarcados
son, a grandes rasgos, nociones basicas de conjuntoacimpers entre conjuntos y producto
cartesiano; proposiciones, conectivos logicos y cuaatifores. Gran parte de los contenidos y
ejercicios han sido extraidos de los primeros capitudosuestras notdslementos deagica 'y
Computaddn, Trabajos de Informatica, No. 1/99.

Cada capitulo contiene un desarrollo teérico, variagemplos y una completa lista de
ejercicios de aplicacion.
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CAPITULO 1

TEORIA B ASICA DE CONJUNTOS

Cualquier coleccion de objetos o individuos se denoneimigunta En el contexto de la
matematica, el términgonjuntono tiene una definicibn sino que es un concepto primitivo.
Ejemplos de conjuntos son el conjunto de los nUmeros natyme los televisores de la ciudad
de Cordobay de los peces en los océanos. Nuestro objet@&@studiar aquellos conjuntos que
estan relacionados con el campo de la matematica, ebpeai@ los conjuntos numéricos. La
teoria de conjuntos es fundamental en matematica y de isojpagtancia en informatica, donde
encuentra aplicaciones en areas tales como inteligerttfiaial, bases de datos y lenguajes de
programacion.

1. Conjuntos y pertenencia

Un conjunto esta integrado por objetos y los objetos que integran guotm se llaman
elementosle ese conjunto. Ejemplos de conjuntos son los siguientes:

= El conjunto de los niUmeros enteros.

= El conjunto de los nUmeros naturales mayores que 5y menqoees.

= El conjunto formado por los estudiantes de primer aio del®FA.F.

= El conjunto formado por un puntB en el plano y las rectas que pasan por €l.

Un conjunto sin elementos se denomdaaajunto vago.

En general usaremos letras mayUsculas para designar arpstos y letras mintsculas
para designar a sus elementose 85 un elemento de un conjunticse escribe, € Ay se leea
pertenece a A a es un elemento de &ia no es un elemento del conjuntbse escribes ¢ A
y se leea no pertenece a A a no es elemento de. Aos simbolosN, Z, Q y R serviran para
denotar a los siguientes conjuntos:

N: el conjunto de los nUmeros naturales.

Z: el conjunto de los nimeros enteros.

Q: el conjunto de los nUmeros racionales.

R: el conjunto de los nUumeros reales.

Definir un conjunto es describir de una manera precisa, sin amiégi@s, cuales son los

elementos de dicho conjunto. Existen distintas manera®fieirdun conjunto. La forma méas
7



8 1. TEORA BASICA DE CONJUNTOS

simple, pero que no siempre es posible, esgxdensdn, es decir listando todos los elementos
del conjunto separados por comas y encerrando todo entesila

A={1,2, 3,57}, U={a, einoU, M = {Talleres, Instituto, Belgrarjo

El orden en el cual se enumeran los elementos del conjuntoeésvante, y los elementos se
consideran una sola vez.

EiJempLO1.1. {1,2,3}, {3,2,1} y {1,1,2,2,2,3} describen al mismo conjunto.

En algunos casos no se listaaloslos elementos, pero se nombran los suficientes y se usan

los puntos suspensivos.” "para sugerir los elementos faltantes:
EJEMPLO1.2. B={3,5,7,...},C ={2,4,...,2°}.

Sin embargo esta forma de nombrarlos es siempre ambiguaiatte saberse de antemano
gué elementos son los que se han omitido. Por ejenpbmdria ser el conjunto de los nUmeros
impares, o podria ser el conjunto de los nimeros primosoneayque 2. Del mismo modg;
podrian ser todos los pares entre 2%o0 bien todas las potencias de 2 comprendidas en el
intervalo natura(2, 2°].

Otra forma de describir un conjunto psr comprengin, es decir enunciando una propiedad
de los elementos que lo integran:

A = {z | z cumple la propiedad’}.
Esto se lee: “el conjunto de lastales quer cumple la propiedad.
EJEmMPLO1.3. El conjunto
B = {z | x es natural e impar y > 3}

esta formado por todos los nUmeros naturales impares ieayoiguales a 3. En este caso se
trata de un conjunto con un numero infinito de elementos,rni@tanto no podemos definirlo
por extension.

EJEmPLO1.4. El conjunto
C = {z | zesnatural @ < z < 2°y x es potencia de

es el conjunto formado por los elementos 2, 4, 8, 16, 32 y 6dofjuntoC' se define también
por extensibn como
C =1{2,4,8,16,32,64}.
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Al conjunto vato se lo denota con el simbofoo { }.

EJEMPLO 1.5. El conjuntoA = {z | = > 0y = < 0} no tiene elementos, ya que ningln
namero es positivo y ademas negativo. Por lo tahts un conjunto vacio, y lo denotamos

A=10 0 A=1{}.

1.1. Diagramas de Venn.Es frecuente utilizar ciertos diagramas, llamados diagsade
Venn, para representar a los conjuntos. Un conjunto segepta con una linea curva cerrada,
y sus elementos con puntos en el interior. Por ejemplo, graima de Venn para el conjunto
A={a,b,c,d}es

FIGURA 1. Representacion del conjuntomediante un diagrama de Venn.

2. Subconjuntos
Consideremos los conjuntos
A=1{1,3,5}, y  B=1{1,2,3,4,5}.

Como podemos ver, los elementosAtel, 2 y 3, también son elementos BeDecimos enton-
ces queA es unsubconjuntale B, o queA estaincluido enB.

Un conjuntoA es unsubconjuntalel conjuntoB si todo elemento
de A es también elemento de.
Se denotad C By se dice qued estaincluido o contenidoen B.

En particular, todo conjunto esta incluido en si mismo.

EJEMPLO1.6. A = {1, 3,5} esta incluido em, y lo escribimosA C A.
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Dos conjuntosA y B sonigualessi los elementos dd son elementos dB, y viceversa. Es
decir, siA C By tambiénB C A.

Dos conjuntosd y B sondistintossi no son iguales|

Es posible que la definicibn de conjuntos iguales y dissimgsulta un tanto obvia, sin
embargo es necesaria y no siempre es tan sencillo detecaaldad de dos conjuntos.

EJEMPLO 1.7. Consideremos los conjuntds= {1, -3}y B = {n | n®> — 4n = —3}.

En principioA y B estan definidos de manera diferente, por lo cual no podeseugiear Si
son iguales o distintos.

Los elementos dd son1y —3. Notemos qué y —3 verifican la propiedad que definda
En efecto

12—4.1=1-4=-3 y 32—-4.-3=9-12=-3.
Luego podemos afirmar que

ACB.

Ademas, los elementos deson los nUmeros que satisfacen la ecuacion
2 _
n°—4n+3 =0,

y esta ecuacion tiene exactamente como raides-a3. Por lo tanto también es cierto que todo
elemento de3 es un elemento d4, es decir

B C A.
Concluimos entonces que= B.

Notemos que dos conjuntos pueden ser distintos pero tepay omas elementos en coman.
Por ejemplo,A = {2,4} y B = {1,4,6} son distintos pero el es un elemento de ambos
conjuntos.

Dos conjuntos se dicetisjuntossi no tienen ningn elemento en coman.

EJEMPLO 1.8. Los conjuntog’ = {2,4,6}y D = {1, 3,5, 7} son disjuntos.

Si A es un subconjunto dB, pero distinto deB3, se dice qued es unsubconjunto propio
de B. La notacionA C B es correcta, pero si queremos resaltar gqug B son distintos,
escribimos

ACB 0 A¢C B.



2. SUBCONJUNTOS 11

EJEMPLO 1.9. Consideremos los conjuntes = {z | x esun natural pary < 10}, y
B =1{2,4,6,8,10}.

En este caso, todo elemento.dees un elemento dB, y por lo tantoA es un subconjunto
deB: A C B.

Ademas se cumple qué pertenece & pero no pertenece 4, por lo cualAy B no son
los mismos conjuntos. Decimos entonces gues un subconjunto propio dgy lo escribimos
AGCBoACB.

EJEMPLO 1.10. El conjuntdN de los nUmeros naturales es un subconjunto del conjanto
de los nUmeros enteros, y se esciib& Z. AdemasN es un subconjunto propio d& ya que
existen nimeros enteros que no son naturales. DenotamoossesibienddN C Z oN ¢ Z.

El conjunto vacio esta incluido en todos los conjuht&s decir que para todo conjuntb
se verifica qué) C A.
Si ademasi no es el conjunto vacio, podemos afirmar gug A.

2.1. Intervalos de rimeros reales.Un intervalode nUmeros reales es un subconjunto de
R que tiene la siguiente propiedad: dados dos niumeyosen el intervalo, todos los nimeros
comprendidos entre y b también pertenecen al intervalo.

Graficamente, un intervalo se identifica en la recta reallmbeegmento o una semirrecta,
con 0 sin sus extremos, o0 con toda la recta real.

EJEMPLO1.11. El conjunto
{z|2<xz<8}

es un intervalo, que se representa en la recta real como oreség con extremos 2 y 8.
EJEMPLO1.12. El conjunto
{z |z > -5}

es un intervalo, que se representa en la recta real como umaesa, con origen en -5, sin
contar este extremo.

Para los intervalos se utiliza una notacion especifica,lgsclasifica ademas en intervalos
cerrados, abiertos y semiabiertos.
El intervalo cerradda, b], cona y b nUmeros reales, es el subconjuntdiddefinido como

[a,b] ={z |a < x < b}
En particulara y b son elementos de, b].

1se sigue de las reglas de la implicacion logica, que vesams adelante.
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El intervalo abiertda, b), cona y b nUmeros reales, es el subconjuntdiddefinido como
(a,b) ={x | a <z <b}.

En este casa, y b no son elementos de, b).

Los subconjuntos de la form@ | « > a} y {z | z < a}, también se llaman intervalos
abiertos, y para éstos se utiliza la notacfanc) y (—oc, a), respectivamente. Al simbote
se lo denominaimbolo de infinitoEl conjuntoR es también un intervalo abierto, que se denota
(—00, 00).

Por Gltimo, los intervalos semiabiertos se denotan dertaddu, b), (a, b], [a, 00) y (—00, al,
siendoa y b nUmeros reales. Se definen por comprension de la siguieantera:

[a,b) = {zr]|a<xz<b}
(a,b) = {r]a<xz<b}
a,00) = {z ]z >a}
(—o0,a] = {z[z<a}

EJEMPLO1.13. Sia = —2,y b = 3, entonces—2,3) = {z | -2 <z < 3},y(-2,3] =
{z]|-2<2<3}.

EJEmMPLO 1.14. Sitomamos = b, por ejemplaz = b = 5, el intervalo cerradd, 5] tiene
un so6lo elemento:

[5,5] ={z | 5 <= <5} = {5},

y este conjunto se representa como un punto en la recta real.

2.2. El conjunto Universal. No necesariamente los elementos de un conjunto son de
la misma naturaleza, por ejemplel, conjunto C formado por la Torre Eiffel y elimeror
es valido como conjunto. Sin embargo, es muy poco intetesam la teoria. En general nos
referiremos a conjuntos cuyos elementos tienen una pragied comun.

EJEMPLO1.15.
A = {x | x es un natural par B = {z | = es un natural mayor que 4

y C' = {z | = es un natural menor que 23

son COI”IjUI’]tOS cuyos elementos son nUmeros naturales.
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EJEMPLO1.16. Los elementos de los conjuntssY y 7,
X = {cuadrado, rectangulo, rompo Y = {triangulo, hexagonp

y Z = { decagono, eneagono, octbgono, heptagono

tienen la propiedad de ser poligonos.

Resulta entonces conveniente consideraronjunto que contenga a todos los conjuntos que
se estén considerando. A dicho conjunto se lo denontnpinto universaly lo denotamos con
la letral/.

En el Ejemplo 1.15 todos los conjuntos son subconjuntds,depodemos considerari
como conjunto universal:

U=N.

Notemos qued, B 'y C' son también subconjuntos del conjuit@e niUmeros enteros, por
lo que también podria fijardé = Z. Por ello siempre debe dejarse expresado explicitaménte e
conjunto universal que se desee considerar.

EJeEMPLO1.17. Sidenotamos caf al conjunto formado por todos los poligonos, entonces
en el Ejemplo 1.16 podemos tonidr= P. Pero también podemos considerar

U = {cuadrado, rectangulo, rombo, triangulo, hexagonoageno, eneagono,
octogono, heptagono

En un diagrama de Venn el conjunto universal se representarccectangulo y el conjunto
gue nos interesa representar, digamose denota con una curva cerrada dentro del rectangulo.
La Fig. 2 ejemplifica lo explicado.

U

FIGURA 2. Representacion del conjuntomediante un diagrama de Venn.

Una de las propiedades mas Utiles de los diagramas de ‘gequreedan una forma grafica
de visualizar las relaciones entre conjuntos, por ejengpida Figura 3 representamos que todo
elemento de&3, es también elemento dé
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U

FIGURA 3. Los elementos d8 también pertenecen.

Cuando en un diagrama de Venn se desea enfatizar un conguaso& sombrear el interior
de la curva cerrada que lo denota.

2.3. Cardinalidad: Siun conjuntaA tiene una cantidad finita de elementos, diremos que
es un conjuntdinito y llamaremosardinal de A al nUmero de elementos de El cardinal del
conjunto vacio e$, y si el conjunto tiene una cantidad no finita de elementants que es
un conjunto infinito y que su cardinal es infinito. En todosdasos, el cardinal del conjuntb
se denotdA| o también# A.

EJEMPLO 1.18.
1. SiA ={a,b,c,5,4}, entoncesA| = 5.
2. SiB={n|ne€Nyn? =2}, entoncesB| = 0.
3. SiC ={a,a,b}, entoncesC| = 2.
4. |Z| es infinito.
2.4. El conjunto de partes. El conjunto de partede un conjuntod es el conjunto cuyos
elementos sotodoslos subconjuntos dd. Lo denotamo$?(A).

EJEMPLO1.19. A = {1, 2, 3} entonces
P(A) = {0, {1}, {2}, {3}, {1.2}, {1,3}, {2,3}, {1,2,3}}.
EJEMPLO1.20. B = {a} entoncesP(B) = {0, B} = {0, {a}}.

EsempLo 1.21. P(N) = {0, {1}, {2}, {3},..., {1,2}, {1,3},..., {2,3},...}, tiene
infinitos elementos.

Si A es un conjunto finito, digamos deelementos, entonces el cardmdeél conjunto de
partes e2". Por ejemplo, paral = {1, 2,3}, tenemos quéd| = 3y |P(A)| = 8. ParaB =
{a}, tenemosB| = 1y |P(B)| = 2. También se cumple qu@| = 0,y |P(0)| = [{0}| = 1.

2Esta propiedad se estudiara en la asigna&lgabra | y Matematica Discreta .
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3. Ejercicios

1. Define por extension cada uno de los siguientes conjungasdo la notacioh. . ./
cuando sea necesario:
a) {r|resenteroy—3 < x <4}
b) {z | = es entero positivo y es miltiplo de3}
c) {z| 3z —1)(z+2)=0}
d) {z | zesunenteroy3z — 1)(z +2) =0}
e) {x | 2z es entero positivp

2. Enumera cinco elementos de cada uno de los siguientastos)
a) {n | n es natural yn es divisible por %
b) {= | n es primo}
c) {2" | n es naturg)
d) {r | resracionaly) < r <1}

3. Describe por extension cada uno de los siguientes ctmgunescribé si son vacios:
a) {n|neNyn?=09}
b) {z|zeRyaz*=09}
) {n|neZy3<|n <7}
d) {z|zeR, z<lyx>2}
e {z|z€Q, 2 =3}
f) {3n+1|neNyn <6}.

4. SeaX = {0, 1,2}. Lista los elementos de cada uno de los siguientes conjuntos
a) {z|z=2zxyze X}
b) {z | z = x + y dondex ey son elementos d& }
C) {z|]z€e X0 —z€ X}
d) {z | z = z + y dondex ey son elementos d& }
e) {z| zesenteroy? € X}

5. Determina la cardinalidad de cada uno de los siguientgsictos:
a) {z|xesenteroy/8 < x < 17/2}
b) {z | z € Ry /z es enterd
O {r|zeR, 2*=10222 =1}
d) {a,b,c,{a,b,c}}
€) {a,{b,c} {a,b,c}}
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6. Describe por comprension los siguientes conjuntos:
a) El conjunto de todos los enteros que pueden ser escritog suma de cuadrados
de dos enteros.
b) El conjunto de todos los enteros menores que 1000 que sdnaclas perfectos.
c) El conjunto de todos los nUmeros que son multiplos estdeol 3.
d) {a, e i o0, u

7. Defina por extension los siguientes subconjunta¥:.de
a) {zr| v+ lesparyr <}
b) {z | z+ 1esimparyr < 2}
c) {20 —1|zeNyz <2}
d) {3x—1|xzeNy5<x<8}
e) {n|neNy2n+3<15}

8. Para cada uno de los siguientes pares de conjunyoB definir por extensioml y B
y decirsiA C B, B C A o ninguna de las anteriores.

a) A={zr e N|zesparyr? <149}
B={xeN|z+1esimparyr < 10},

b) A= {z € N|zesimparyz?* <130}
B={reN|z+1lesparyr <12},

c) A={r e N|zesimparyr? >4yz? <141}
B={zeN|x—1esparyr <9},

d) A={xr e N|zesparys? <150}
B={xeN|z—1lesimparyr <11}

9. En cada uno de los siguientes casos establaece sl, + C A, ambas cosas o ninguna:
a) z= {1} A={1, 2, 3}
b) = = {1} A={{1}, {2}, {31}
c) x ={1} A=A{1, 2, {1, 2}}
d) = ={1,2} A=A{1, 2, {1, 2}}
e = {1} A={{1, 2, 3}}
fya=1 A={{1}, {2}, {31}

10. Representa en la recta real cada uno de los siguienessailuts, y describelos por
comprension:
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a) [1,5] c) [—1,00) e) (2,7
b) (—2,4) d) (—o0, 5] f) [-4,0)

11. SiX = {1,2, 3,4}, lista los elementos de cada uno de los siguientes conjuntos
a) {A| AC Xy Atiene 2 elemento}
b) {A| AC Xy Atiene 1 elementp
c) {A | A es subconjunto propio d¥ }
d {A|ACXyle A}

12. En cada uno de los siguientes casos, muestralqueB, es decir, que todo elemento
de A es un elemento dB.

a) A= {x|2z*+ 5z =23}
B ={x|22* + 17z + 27 = 18/z}

b) A = {z | x es entero positivo y es par}
B = {z | z es entero positivo y* es par}

c) A= {z | z es entero y es un multiplo de &
B = {z | = es entero y: es mltiplo de 3

13. Describe por extension el conjunto de partes de caddeitas siguientes conjuntos 'y
calcula su cardinal:

a) A= {1},
b) B = {a, b},
c) S =11, 2, 3},

d) C ={1, a, x, w}.






CAPITULO 2

OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

Asi como pueden definirse diversas operaciones entrenogntambién existen operaciones
entre conjuntos. El resultado de una operacion entre ntwgLes a su vez un conjunto.
Fijemos un conjunto universéd y consideremos todos los subconjuntogdé=ntre estos
conjuntos estan definidas las operaciones de uniongseteibn y diferencia. Ademas, para
cada conjunto se define el complemento. El resultado de caaldeliestas operaciones es un
subconjunto dé/.
1. Launion de conjuntos

SeanAy B dos conjuntos.

Launion A U B de A con B es el conjunto cuyos elementos
pertenecen &l o pertenecen &.

Por comprension, la union entre los conjuntbg B se define asi:
AUuB={x|x€ Aoz € B}

En particular,A y B son subconjuntos dé U B, pues todos los elementos dey todos los
elementos dé3 pertenecen a U B.

En un diagrama de Venn representamos la union de dos cosjsaimbreando el area que
cubren ambos conjuntos (ver Figura 1).

U

FIGURA 1. La union de los conjuntad y B.

19
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EJEMPLO2.1. SiA ={1,3,5}y B = {2,5}, entonces
AUB={1,2,3,5}.

EJEMPLO 2.2. Si consideramos el intervalo abieftp 1) y el conjunto de dos elementos
{0,1}, entonceg0, 1) U {0,1} = [0, 1]

Si A es un subconjunto dB, esto esA C B, entoncesAU B = B.

EJEMPLO 2.3. SiA = {1,4,9} y B = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}, entoncesA U B =
{1,2,3,4,5,6,7,8,9}.

EJEMPLO2.4. SiA = {z | z es mUltiplode 3y B = {z | x es multiplo de 10, entonces
AU B = {z | x es multiplo de 5},
dado que todo nUmero maltiplo dé es también mdltiplo d&é. En este casd3 C A.

La union de un conjuntad con el conjunto vacio es el mismo conjumtppuesto qué no
tiene elementos:

AUD = A.

La unibn de un conjuntal con A es el mismo conjuntd:

AUA=A.

2. Lainterseccbn

SeanAy B dos conjuntos.

Laintersecodbn A N B entreA 'y B es el conjunto cuyos elementps
pertenecen al y pertenecen &.

Por comprension, la interseccion de los conjurtos B se define como
ANB={x|xz€ Ayz € B}.
EJEMPLO2.5. Searl/ = N, A = {n | n < 11}, P = {n | nesprimgy B = {n |
n es impar yn < 20}, entonces
ANB={1,3,5,7,09, 11}
ANP={2 3,57, 11}
BNP={3,5, 7, 11, 13, 17, 19}
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EJEMPLO 2.6. Si consideramos los interval@s5) y (3, 6], entonces
[0,5) U (3, 6] = [0, 6] y 0,5) N (3,6] = (3,5).
Si A es un subconjunto dB, esto esA C B, entonces
ANB=A.
En particularAN A=Ay An® = 0.

EJEMPLO2.7. Lainterseccion del interval0, 1) con el conjuntd0, 1} no tiene elementos,
es decir, es el conjunto vacio:
(0,1)N{0,1} =0,

es decir que0, 1) y {0, 1} son conjuntos disjuntos.

En particular, dos conjuntos salisjuntossi y sélo si su interseccion es vacia.

En un diagrama de Venn la interseccion de dos conjuntospsesenta por la regiobn que
esta determinada por el interior de las curvas cerradadepeeminan los conjuntos. Esta region
se la destaca con un sombreado (ver Figura 2). Obsérveda terseccion de dos conjuntos
es vacia si y solo si no hay elementos comunes entre elgis. & grafica con dos curvas
cerradas que no se cortan.

U

FIGURA 2. Interseccion del y B.

3. Complemento de un conjunto

Fijemosl{ un conjunto universal Yl un subconjunto d&.

El complementale A con respecto & es el conjunto
cuyos elementos son todos los elementds dae no pertenece
a Ay se denota pore.

>
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En simbolos,
A={z el |z ¢ A}
En un diagrama de Venn el complementoAles la region exterior de la curva cerrada que
determinaA y lo destacamos con un subrayado o sombreado.

U

FIGURA 3. Complemento dél.

EJEMPLO2.8. Sit = Ny P es el conjunto de los nUmeros pares, entoifées el conjunto
de los nUmeros naturales impares.

EJEMPLO 2.9. Sil{ es un plano, V¥’ es un punto en el plano, entondéses el plano sin el
puntoP.

EJEMPLO2.10. Sed/ = Z. Entonce¥° = ().

4. Diferencia

SeanAy B dos conjuntos.

La diferenciao complemento relativel — B entreAy B
es el conjunto de todos los elementos que pertenecen ao pertenecen &.

A-B={zx|zecAyx ¢ B}

Observemos qud® = U4 — A. En un diagrama de Venn representamos la diferencia ergtre lo
conjuntosA y B, destacando la region que es interiot & exterior aB (ver Figura 4).

EJEMPLO2.11.Z—-N={n|ne€Zyn <0}.
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U

FIGURA 4. Diferencia entre el conjuntd y el conjuntoB.
EJEmMPLO2.12. {1, 2, 3, 4, 5} — {2, 4, 6, 8} = {1, 3, 5}
EJEMPLO2.13. [-1,1] — {0} = [-1,0) U (0, 1]

4.1. Propiedades de las operacionefResumimos a continuacion las propiedades que
cumplen las operaciones de union, interseccion y comgaacion:
Propiedad conmutativa

AuB=BUA
ANB=BnNA.

Propiedad asociativa
(AUB)UC =AU (BUC)

(ANB)NC=ANn(BNC)

Propiedad distributiva
AUu(BNC)=(AUB)N(AUC)

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
Leyes de Morgan
(AUB) = A°N B¢ (AN B)¢ = A°U B“.
Los siguientes ejemplos ilustran estas propiedades.
EJEMPLO2.14. SiA = {1,2,3}, B={2,3,4} y C = {1, 3,5}, entonces
(ANB)NC = {2,3}n{1,3,5} ={3}
An(BNC) = {1,2,3}n{3} ={3}.
(AUB)UC = {1,2,3,4}U{1,3,5} = {1,2,3,4,5}
AU(BUC) = {1,2,3}U{1,2,3,4,5} ={1,2,3,4,5}.



24 2. OPERACIONES ENTRE CONJUNTOS

EJEMPLO 2.15. Seald = {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}, y seanA = {0,2,4,6,8}, B =
{0,3,6,9}y C' ={1,3,5,7,9}. Entonces,

(ANB)U(ANC) = {0,6}Ud={0,6},
AN(BUC) = {0,2,4,6,8yn{0,1,3,5,6,7,9} = {0,6},

(AUB)N(AuC) = {0,2,3,4,6,8,9}n{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} = {0,2,3,4,6,8,9},
AU(BNC) = {0,2,4,6,8yU{3,9} ={0,2,3,4,6,8,9}.

EJEMPLO2.16. SiA, By U son como en el Ejemplo 2.15, entonces
(AUB) = {0,2,3,4,6,8,9}={1,5,7} vy
AN B = {1,3,5,7,9YN{1,2,4,5,7,8} = {1,5,7}.
(ANB) = {0,6}°=1{1,2,3,4,5,7,8,9} vy
A°UB® = {1,3,5,7,9YU{1,2,4,5,7,8} = {1,2,3,4,5,6,8,9}

Destacamos que en estos ejemplos sb6lo hemos hecho unaobatipn en un caso parti-
cular, y no es suficiente para demostrar que la misma se cyrageualquier par de conjuntos
Ay B.

5. Ejercicios

1. SiU=A{1, 2, 3,4, 5,6, 7, 8,9, 10} es el conjunto universaly = {1, 4, 7, 10},
B =1, 2, 3, 4, 5}, C = {2, 4,6, 8}, defina por extension los siguientes conjuntos:

a) AUB hy BNC

by A—B i) AUD

) Ac iy An(BUC)

d) uc Kf (AnB)uC

e BNnU ) AnB)—-C

f) BN (C — A) m) (AU B) — (C — B)

g9 (AnB)uUuC

2.Sedd ={1,2,3,4,5,...,12}, A={1,3,5,7,9, 11}, B={2, 3,5, 7, 11},
C=1{2, 3,6, 12}y D = {2, 4, 8}. Determine los conjuntos

a) AUB c) (AuB)NC* e C—-D
b) AnC d A-B f) (B—D)U(D - B)

3. En diagramas de Venn como el de la figura, sombree los dosjsiguientes:
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A B
C
U

a) AUB f) (A—B)N

b) AnB g) (A C)UCC
c) (AuC)NnB h) (AnBNC)°
d AnBnC i) (A—B)-C

e) (AuC)© ) (AnB)U(ANnQC)

4. De un total de 60 alumnos de un colegio:
= 15 estudian francés solamente,

11 estudian francés e inglés;

12 estudian aleman solamente;

8 estudian francés y aleman;

10 estudian inglés solamente;

5 estudian inglés y aleman; y

= 3os tres idiomas.
Determina:
a) ¢ Cuantos no estudian ningn idioma?
b) ¢ Cuantos estudian aleman?
c) ¢ Cuantos estudian aleman e inglés solamente?
d) ¢Cuantos estudian francés?

5. Describe por comprension el conjunto que resulta de itpsentes operaciones y
graficalo en la recta real. Indica si el conjunto obtenidaig intervalo, y en tal ca-
so represéntalo en la notacion de intervalos.

a) [—1,00] N (-3, 2).
b) (—oc,2) U0, 00)
c) (=3,1]N(2,00)
d) (—2
-3

€)

;3] U (=00, 1)
,0)N (=2,3)
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6. Utilizando las propiedades de asociatividad, conmutktd y distributividad de la
uniobn y la interseccion, y las Leyes de Morgan, compruabesiguientes identidades.
llustre cada caso con un diagrama de Venn. Recuerdelqués = AN B°.

a) (A°NB)*=AUB*¢ d (ANB)U(ANBY)=A
by AN (BUA)=10 e) (AUB)N(AUB°) =A
c)(A-B)-C=(A-C)—(B-C)

7. Simplifique la expresion de modo qde B y C aparezcan a lo sumo una vez:
a) (A°UC)NB)*U(AU(CNB)XUC)
b) (AU (BUC)) N (AU (BNC)9)°
Solucion: aYANC)uU B¢,  b)0



CAPITULO 3

PRODUCTO CARTESIANO

1. Pares ordenados y producto cartesiano

Dos elementos dados en cierto orden forman un par ordenaxoej®mplo, un punto
geografico esta determinado por las coordenadas latimruytud, una fecha en el afio esta da-
da por dos numeros: el mes y el dia. En generalesj son dos objetos, se puede formar el par
ordenado de ey , y este par se denota corfio, y). De esta manera, la fecha (10,03) significa
“3 de octubre”, mientras que (03,10) indica el “10 de marfdmo vemos, el orden en que se
dan los elementos es relevante.

Los elementos que forman un par ordenado pueden 0 no perneremismo conjunto.
Por ejemplo, en el caso de las fechas, el primer elementadelsjun nimero natural entre 1y
12, mientras que el segundo es un natural entre 1y 31.

Pero también podemos formar los pares ordenados de la forma

(apellido, nro. de documento)

donde el primer elemento del par es un apellido tomado de mjnm de personas, y el segun-
do elemento del par es un numero. En este caso, los elentehiwer son de distinta naturaleza.

SeanA y B dos conjuntos no v&as. El conjunto de todos los

pares ordenados tales que el primer miembro del par ordersdm elementp

de Ay el segundo miembro es un elementdese llama el
producto cartesiande A por B y se escribed x B.

En simbolosA x B = {(a,b) | a€ A 'y be B}.

EJEMPLO3.1. SiA ={2,4,6}y B = {4, 5,6}, el producto cartesiano dépor B es
Ax B={(2,4), (2,5), (2,6), (4,4), (4,5), (4,6), (6,4), (6,5), (6,6)}

EJEMPLO3.2. SiA ={«, 8}y B = {1, 2, 3}, entonces:

Ax B ={(1), (0,2), (,3), (5,1), (5,2), (8,3)}

BxA={(1,a), (1,0), (2,a), (2,5), 3, ), 3,0)}

AxA={(a,a), (a,f), (6,),(6,8)}

BxB=1{(1,1), (1,2), (1,3), (2,1), (2,2), (2,3), (3,1), (3,2), (3,3)}.
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Si los conjuntos tienen una cantidad finita de elementoseueslltar Gtil el uso de una
tabla de doble entrada, como la siguiente:

BxA| « B
AxB| 1 2 3 (L,a) (1,8)
a (Oé,l) (0672) (a>3) 2 (2’04) (Q’Q)
5 [(B1Y (82 (83) 3 |(3,0) (3,8)

Asi, en la tabla del producto cartesialiox Y de dos conjuntos finito¥ eY’, tenemos que
la fila correspondiente al elementale X contiene todos los pares ordenados\de Y cuyo
primera coordenada es mientras que la columna correspondiente al elemgdi®Y” contiene
todos los pares ordenados dex Y cuya segunda coordenadaes

Si Ay B son conjuntos finitos, entonces el cardinal4le B
es el imero de elementos depor el nimero de elementos de

2. Representadn en ejes cartesianos

Silos conjuntosA y B son subconjuntos de los nUmeros reales, entonces rasililkerépresen-
tacion grafica del producto cartesianoeagas cartesianad.0s ejes cartesianos estan formados
por dos rectas perpendiculares, donde una de ellas repaedeie de las abscisagel otro el

eje de las ordenada&n ambas rectas se representan los nUmeros reales y elqaiimtersec-
ciobn de ambas correspondsualmenteal origen de coordenadas, en el sentido que corresponde
al 0 en ambos ejes. Al lado de cada eje se deja indicada una ledrsugiere qué coordenada
se representa en dicho eje. Las “flechas” dibujadas indicsen¢éido creciente en cada una de
las rectas (Figura 1).

Dado un punta” en el plano, trazamos las rectas perpendiculares a cadaeusstak ejes
por el puntoP. Los puntos de interseccion de cada una de estas rectassaje$ de las abscisas
y de las ordenadas se denomiranscisay ordenadadel puntoP, respectivamente, o también
primera y segunda coordenada. De este modo, cada pudéd plano esta en correspondencia
con un par ordenad@, y), donder es la abscisa dB ey es la ordenada. A su vez, a cada par
ordenadda, b) le corresponde un punto del plano cuya abscisayesuya ordenada és

En la Figura 2 podemos ver la representacion grafica encajgssianos de (una parte de)
los siguientes conjuntos:

C={(m,n) €ZxZ|m=n?} L=A{(z,y) | (z,y) e RxRey=x+1}
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y
<« Eje de ordenadas

Eje de abscisas

" 9,3 Y
C (4,2) (-’ )
1,1) - L
(0,0)] -

m

1-1) - 0,1)

4,-2) . X
(91'3)

FIGURA 2. Representacion grafica de los conjunibg L

Notemos qué&’ es un conjunto infinito de puntegparadospues sus coordenadas son nUmeros
enteros, mientras quke es una recta continua de puntos.
También podemos graficar regiones del plano, como mueskgura 3, siendo

R={(z,y)) eRxR |-1<zx<2 -1<y<I1}.

-1

FIGURA 3. Representacion grafica del conjurito
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Pueden ser también regiones no acotadas. Por ejemplaoyda bdinita
A={(z,y) |0 <y <3},

representada en la Figura 4.

3
"""""""""""""""" &'\“‘“"1

FIGURA 4. Representacion grafica del conjunto

La linea punteada en el borde superior de la banda indickbogyeintos con segunda coor-
denada igual a 3 no pertenecer amientras que la linea llena inferior indica que los puntos
con segunda coordenadai pertenecen.

Siempre que representemos puntos o conjuntos de puntos @agrama cartesiano, de-
bemos elegir una escala apropiada en cada uno de los ejescdla elegida dependera del
conjunto a representar. Por ejemplo, si queremos repaaselintonjunto

A={(z,y) | 0< 2 <001, 0<y<0,005}

sera conveniente tener escalas en cada uno de los ejeswlagy 0,005 puedan ser repre-
sentados a una cierta distancia @dDe lo contrario nuestra grafica se parecera mas a un punto
gue a un rectangulo.

O si por ejemplo, queremos representar el conjunto

B ={(x,y) | —10° < x < 10°, y > 10°},

sera conveniente usar escalas distintas en el eje de leisabgue en el de las ordenadas, ya
quel0°® es mil veces el nUmerto?. (Figura 5).

También puede ocurrir que los datos que se quieren refiegs@nen una o ambas coor-
denadas muy alejadas delEn este caso se suele convenir que el punto de intersedeion
ambos ejes coordenados no seflel) sino otro punto. Este punto nuevamente dependera del
problema en cuestion.

Por ejemplo, si queremos representar

D = {(z,y) | =1010 < < —1000, y < 5},
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0.005

T X ‘6 ‘ 5 }6 X
0005 0.01 _1§ 510 10

FIGURA 5. Uso de escalas apropiadas

sera conveniente desplazar el origen en el eje de t@sno muestra la Figura 6.

y
110 (-10050)
s §/
—101% ~1000 X

FIGURA 6. Desplazamiento del origen

En este caso hemos elegido las coordenadas de modo que @ldeuinterseccion de los
ejes corresponda al puntel 005 en el eje de las abscisas Y @n el eje de las coordenadas.

3. Ejercicios

1. SeaAd = {a, b, ¢}y B ={a, b, d}.
a) Liste los pares ordenados dex A.
b) Liste los pares ordenados dex B.
C) Liste los elementos del conjun{dz, y) | (z,y) € Ax Byz =y}

2. Sean los conjuntod = {1,3,5,7,9} y B = {2,5,10} Describa por extension los
siguientes conjuntos:
(i) {(a,b) € Ax Bla+b<11}.
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(i) {(a,b) e Ax Bla+b>11ya+bespar}.

3.Seas =1{0, 1, 2, 3, 4}y T = {0, 2, 4}.
a) ¢ Cuantos pares ordenados hayen T? ¢, Enl" x S?
b) Liste los elementos de
1) {(m,n) | (m,n) e SxTym<n}

2) {(m,n) | (m,n) € T xSym<n}

3) {(m,n)| (m,n) e SxTym+n >3}
4) {(m,n) | (m,n) € S xTym.mn >4}

5) {(m,n) | (m,n) € SxTym+n=10}

c) Para cada uno de los items anteriores, represente el ¢corgarun diagrama de
ejes cartesianos.

4. Defina por extension los subconjuntosRle R representados en la Figura 7:

(100,25) (10,0.13

o S \ﬁ

AN

SN | (20, 0.05)
(0,0)

FIGURA 7
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5. Grafique en ejes cartesianos las siguientes regioneguntost

a){(x,y)|0§a:§2, _2<y<3} d){(l’,y)|$>2}
b) {(a:,y) | x:2} e) {(l’,y) | y<3}
) {(z,9) [z <y} F) {(z,9) |0 <z <y}

g) El conjunto de puntos interiores del triangulo con v@&$ en(—1, —1), (-1, 3),
(2,0)

6. Describa por comprension los siguientes subconjurad@s & R:
a) El eje de las ordenadas.
b) El eje de las abcisas.
c) El segundo cuadrante.
d) El conjunto de puntos interiores al rectangulo con eegien(—1, —1), (—1, 3),
(2,-1)y (2,3).
e) El borde del rectangulo dado en el itech 6

7. Elija escalas adecuadas en cada uno de los ejes commagiieel punto de intersec-
cion de los mismos para representar los siguientes cargunt
a) {(z,y) | =5000 < z <500, y < 1}
b) {(z,10%) | =200 < z < 500}
c) {(10%,10* + 1), (10%,10* + 2), (10* + 1,10* — 3), (10* — 2,10* — 6)}
d) {(0,5, 0,6), (0,5, 0,7),(0,2, —0,3), (0,05, —0,125)}

8. Considere los conjuntos:
A={(z.y) | (z,y) eR? 2z —y =4},
B={(z,y)|z+3y=9}y
C={(z,9) | (z,y) € R? y = 2z}.
Describa y grafique los siguientes conjuntos:
@AnNB (b)yAncC
(c)BnC (d) Acu Ce






CAPITULO 4

LOGICA

Uno de los procesos por los cuales adquirimos conocimierngbgroceso de razonamiento.
A su vez, hay una variedad de modos o formas mediante lassaaalenamos o argumentamos
a favor de una conclusion. Ciertas formas de razonamiearcpn mostrar que si se suponen
ciertas premisas, entonces la conclusion se sigue neresate. A tales razonamientos se los
ha denominado deductivos y forman el objetivo central daibaasicamente se ha denomina-
do logica.

En un sentido amplio, el termiddgicahace referencia al estudio de todos los razonamien-
tos, y en un sentido estricto ha estado circunscripto atiestiel razonamiento deductivo.

Cierto tipo de razonamiento deductivo se basa en la logaagsicional. Lo que caracteriza
a la logica proposicional es que toma como unidades kmaitas proposiciones y que tiene en
cuenta como se combinan entre ellas por medio de conetbgir®s para formar argumentos
validos.

1. Proposiciones

Unaproposicbnes una sentencia declarativa que puede ser verdadera goateano am-
bas a la vez. También podriamos decir que una proposggama sentencia que expresa una
propiedad para un individuo o ente, 0 que expresa la validamd relacion entre individuos o
entes. Por ejemplo:

= Hoy es sabado.

= Los triangulos tienen cuatro vértices.
m 25+ 24 =49.

= Juan va al trabajo en tren .

Las sentencias exclamativas, las interrogativas y lasnatipas tales como:
iViva la patria!,
¢ Est lloviendo?
Oprima la tecla{ ENTER)
No son proposiciones puesto que no pueden ser declaradas/eodaderas o falsas.
La veracidad V o falsedad (F) de una proposicion se llaatar de verdad, viene dada por

algln criterio independiente de la proposicion.
35
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Algunas proposiciones parecieran tener distintos valdeegerdad segin el caso. Por ejem-
plo, si decimosHoy es &badq es falsa de domingo a viernes y es verdadera los sabadas. O p
ejemplo,Nalbandan gard depende de qué partido nos estemos refiriendo. Esto se dplee a
en nuestro lenguaje coloquial hay una gran parte de la irgoidn que esta implicita. La pala-
brahoyesta indicando una fecha particular, aunque no se eséhda@explicitamente cual. Un
titular en un periédico que digdalbandan gard, se esta refiriendo a un determinado partido.

2. Conectivos bgicos

En el calculo proposicional se suelen utilizar letrasumsiruilas come, g, r,... para simbo-
lizar las proposiciones. Estos simbolos pueden modigcarsombinarse mediante conectivos
l6bgicos dando lugar proposiciones compuestdsos conectivos 16gicos que estudiaremos son
la negacibn=, la conjuncion:A, la disyuncion:v, la disyuncion exclusivav, la implicacion:
=y la doble implicacion. La negacion modificanaproposicion y por lo tanto se dice que
esl-aria o unitaria. Los otros se aplican a dos proposiciones y se los l2raaoso binarios.

EJEMPLO 4.1. Consideremos las proposiciones4 es positivo” y¢: “+/2 es racional”.
Algunas posibles combinaciones gg ¢ son:
- p: 4noes positivo.
pAq: 4espositivos v/2 es racional.
-pAq: 4noes positivoy v2 es racional.
pVq: 4espositiva V2 es racional.
p=q: Si4 es positiveentoncesy’2 es racional.

p<q: 4es positivasi y Dlo siv/2 es racional.

3. Negacdbn

Si p es una proposicion, simbolizamos cop a su negacion.
Lanegacbnes una operacion unitaria que se aplica a una proposidiéng el efecto de revertir
el valor de verdad. Esto es,ses verdadera entonce es falsa, y sp es falsa entoncesp
es verdadera.

EJEMPLO4.2. Sip simboliza la proposicibestamos en la clase d'ldgebra, entonces-p
esno estamos en la clase édagebra

En la siguiente tabla mostramos la relacion entre los ealde verdad dgy — p:
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-p

ENIE

F
Vv
Una tabla de este tipo, en la que se listan simultaneamestealores de verdad de la
proposiciorp y la que resulta de aplicar un conectivo se llaatzla de verdad

EJEmMPLO4.3. Consideremos la proposicion
p: “10 es mdltiplo de 5”.

Entonces el valor dg esV. Su negacion debe ser una proposicion que es falsa sigmpye
sea verdadera, por lo tantgp debe expresar exactamente lo contrario a lo que expresa

—p: “10 no es multiplo de 5.

EJeEMPLO4.4. Consideremos la proposicion
q : “Todos los perros son blancos”.
No debe confundirse la negacion con decir algo difererteegmplo
r : “Algunos perros son blancos”.

La proposicion- no es la negacion dg puesto que sj es verdadera tambiénlo es.
Si decimos

s : “Ningln perro es blanco”

tampocos es la negacion de, puesto que si existiera un Gnico perro de color blanco y los
demas fueran marrones, entonces tarntomos serian proposiciones falsas.
La negacion dg puede ser enunciada de la siguiente manera:

— ¢ : "Algunos perros no son blancos”.

Asi, sig es verdaderayq es falsa, mientras que sij es verdadera entoncegs falsa.

4. Conjuncion

La conjuncbn es un conectivo que permite formar proposiciones compsiesfzartir de
dos 0 mas proposiciones. Una conjuncion de proposiciesegrdadera si y sblo si cada una
de ellas es verdadera. Basta que un solo termino de la anojusea falso para que toda la
conjunciobn sea falsa. En castellano, normalmente la ociga se expresa por medio de la
'y’, de comas o0 de una combinacion de éstas, o palabras Goeno’. Asi, por ejemplo, la
proposicibn compuest@brdoba tiene sierras y tienéases verdadera porque cada parte de la
conjuncion es verdadera. No ocurre o mismo con la propmsicordoba tiene sierras y tiene
mar. Esta proposicion es falsa porque Cérdoba no tiene mar.
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La siguiente tabla corresponde a la tabla de verdad de lamcion:

RS TES BT s
B B S
o S >

EJEMPLO 4.5. Sip es “algunas aves vuelan”yes “el gato es un ave”, entonces\ ¢
expresa “algunas aves vuelan y el gato es un ave”, que esnodvia falsa pues los gatos no
son aves. Por otro lado la proposicipn — ¢ que dice “algunas aves vuelan y el gato no es un
ave” es verdadera pues es la conjuncion de dos proposgciendaderas.

5. Disyuncibn

Existen dos operadores de disyunciondisyuncon exclusiva o excluyenyda disyuncéon
inclusiva o incluyente

La disyuncion exclusiva de dos proposiciones es verdaia@o una de las proposiciones
es verdadera, y la indicamos con el simbwlo

La disyuncion inclusiva entre dos proposiciones es fatda si ambas proposiciones son
falsas y se indica con el simbolo En el lenguaje coloquial y en matematica es mas frecuente
el uso de la disyuncion inclusiva, también llamada el “ousivo”. A veces el contexto de
una frase indica si la disyuncion es excluyente o inclugeldh ejemplo de disyuncion de tipo
inclusivo es:

“Los alumnos regularizan la materia si aprueban tres pasc@si aprueban dos parciales 'y
tienen un 80 % de asistencia.”

En este caso, los alumnos pueden cumplir cualquiera de fogedaisitos, o también cum-
plir los dos. Pero por ejemplo, si en un restaurante con rfignse nos dice que tenemos como
postre ’helado o flan’ normalmente no significa que podamds penbos, siendo en este caso
la disyuncibn exclusiva.

Frecuentemente y cuando no es claro en el contexto de laarseiindica que una disyun-
cion es incluyente (excluyente respectivamente) terndoda frase com ambag(respectiva-
mentepero no ambas

Las siguientes tablas resumen los valores de verdadde; y p V ¢:
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6. Los conectivos y las operaciones entre conjuntos
Recordemos que la unibn entre conjuntos se define como

AUB={x |z € Aoz € B}.

Dado que el nexo no es excluyente, podemos utilizar la notacion logicacyibs
AUB={x|x€ AVzx e B}.

De manera analoga, la interseccion entre dos conjuhtp® se define como
ANB={z|z€ ANz € B}.

A su vez, fijado un conjunto univerdd| el complemento de un conjuntbse define como

A°={x | -(z € A)}.

7. Propiedades de la conjundn y la disyuncion

Los conectivos l6gicos binarios combinan, como su hombiiedica, dos proposiciones.
Para la disyuncion y para la conjuncion se cumplertgpiedad conmutativa

PANG=qADp, pVqg=qVp y pNYqg=q\Vp

Si combinamos tres o mas proposiciones utilizando uno e €snectivos, entonces no
importa cual es el orden en que se realicen las operaci®oesjemplo, la conjuncién entre
tres proposicones, q y r:

PAGAT
puede efectuarse operang@on ¢) A7 0p A (¢ Ar). Es decir, la conjuncion y la disyuncion son
operacionegssociativas

En cambio, si utilizamos dos 0 mas conectivos distintossexoumple la asociatividad en
todos los casos. Por ejemplo, la expresion

(pAg)Vr
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indica que se efectla primepo\ ¢ y luego la disyuncidn con; mientras que en la expresion

pA(qVr)

se efectlia la conjuncion gecongq Vv r. Notemos por ejemplo que gi= F,q=Vyr =1V,
entoncegp Aq)Vr=VypA(qgVr)=F,porlotantopAq)Vr#pA(qgVr).

Las siguientes propiedades pueden comprobarse constimjesitablas de verdad corres-
pondientes, y se dejan como ejercicio para el lector.
Propiedad asociativa

(PA@) AT =pA(gAT)
(pVgVr=pVv(gVvr)
Propiedad distributiva

Leyes de Morgan
—(pAg)=-pV g
—(pVaq)=-pA—g

8. Ejercicios

1. Evalla cada proposicion segun los valores de vesdad, g =V, r = F.

a) pVq C) ~pVygq e ~(pVgA(pVr)
b) ~pV-gq d) pVv-(gAr) f) -pA(qgVvr)

2. En la columna de la izquierda hay una lista de proposisioRara cada una de ellas,
indica si la correspondiente proposicion a la derecha es sumegacion. Si no lo es,
escribe correctamente la negacion.

a) El pizarron es verde. NbeANnB

b) 4 es mdltiplo de 8. K) c € A°

c) El conjuntoA tiene un solo elemento. 1) d ¢ G°¢

d) A es un conjunto vacio. a) El pizarron es negro.

€ a<b b) 4 no es multiplo de 8.

fya>b c) El conjuntoA es vacio.
ga<b<c d) A tiene al menos un elemento.
hya<b<c € a>b

)ae AUB f)a<b
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g)a>b>c j)be (AN B)©
h)a>bob>c Ky ce A
i) a e A°U B¢ )deG

3. Suponga que, by ¢ son numeros reales. Represente en forma simbolica loxenu
dos dados tomandp:: a < b, qg:b<ec, r:a<e.
aa<b<e
b) (a>byb<c)oa>c.
c) No es cierto quéa < by a < ¢).
d) (Noesverdadquér < by (a<cob<c)))o(a>bya<c).
4. Suponiend® y ¢ verdaderos, y y s falsos, indica los valores de verdad de las si-
guientes expresiones:
a)pVi(gnr)
b) (pA(gAT))V=((pVa)A(rVs))
) (~(pAg)V-r)V((mpAg)V —r)As)
5. Compruebe a través de las tablas de verdad, las progedéastributivas de la disyun-
cibn y de la conjuncion, y las leyes de Morgan.






CAPiTULO 5

CUANTIFICADORES

1. Funciones proposicionales

Consideremos las siguientes proposiciones:
q : Elperro es un animal.
r : Larosaes un animal.
s : Lavaca es un animal.

Las tres proposiciones tienen en comupredicado lingiistico“es un animal”, y tienen dife-
rente elsujeta La frase “es un animal” esta dando una propiedad del suéscribimos:

z es un animal

obtenemos una oracion que es una proposicion dado que su valor de verdad dependera de
valor dezx. Asi, si ax le damos el valot: = “El perro” obtenemos la proposicion

El perro es un animal
que es verdadera, mientras que sila damos el valog = “La rosa” obtenemos la proposicion
La rosa es un animal

gue es falsa.
En este ejemplo, la frase

z es un animal

es una es untuncion proposicionaly la variablexr toma valores en un conjunto llamadaoi-
verso del discurso Entonces, las funciones proposicionahesson proposiciones, pero para
cada valor que le demoszaobtenemos una proposicion. A las funciones proposicemkls
denotamos con una letra maylscula seguida de la variatiegaréntesis. Por ejemplo:

P(z) : x es un animal

También podemos tener funciones proposicionales cordmasa variable, por ejemplo

x €S mayor que.
El valor de verdad en estos casos dependera de los valoggsmen las variables e y. Asi,
siz = 0 ey = 3, la proposiciorD es mayor que 8s falsa, mientras que si=4ey =, la

proposiciord es mayor que es verdadera.
43
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2. Cuantificadores

Los cuantificadoresnos permiten construir proposiciones a partir de funcigoegposi-
cionales ya sea particularizando o generalizando. Ejéiouéimos esto. Si consideramos la
funcién proposicional

P(z) : = es mayor que O,
podemos particularizar esto diciendo:
Existe un mero real que es mayor que O
0 generalizarlo diciendo
Todos los imeros reales son mayores que 0.

Notemos que tanto en la particularizacibn como en la géimacgn se especifica un conjunto
en donde toma valores la variable, en este ejemplo el cangont los niUmeros reales.
Existe una notacion especifica para la particularizagita generalizacion:

dreR | >0,
gue se leexiste unr € R tal quex es mayor que mientras que
VeeR, >0

se leepara todox € R se cumple que es mayor que.

El simboloY¥ se llamacuantificador universal
y el simbolod es elcuantificador existencia

Como ya lo hemos afirmado, un cuantificador transforma uneidarproposicional en una
proposicion, a la cual se le asigna un valor de verdad.

EJEMPLOS.1. Consideremos la funcion proposicioidlr): 2x es par Entonces la propo-
sicion
Vn e N, P(n)
es decir, “para toda natural se cumple que- n es par”, es equivalente a enunciar
2-lespar y2-2espary2-3espary2-4espary....

Por lo tanto esta proposicion sera verdadera si todagtgogpiciones”(n) son verdaderas, y
sera falsa si al menos una de ellas es falsa.

EJEMPLO5.2. Dada la funcion proposicional

P(z): x es un nUmero mayor que
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entonces la proposicion

Ve e N, P(x)
nos esta enunciando que cualquiera sea el nUmero natusal cumple que: es mayor que
1. Por lo tanto la proposicion es falsa ya ques un nUmero natural que no es mayor que
es decir, la proposicio®(1) es falsa. No importa que para todos los demas valores lde

proposicionP(z) sea verdadera.
Si aplicamos el cuantificador existencial y enunciamos

dr e N | P(x),

es equivalente a enunciar
1 es mayor que 1o 2 es mayor que d 3esmayorque d 4esmayorquebd...

y asi siguiendo. Esta proposicion es verdadera, pues absnexiste un nUmero natural, por
ejemplo el 3, para el cual se cumpté3) verdadero, es decis,es mayor qué.

Si P(x) es una funcion proposicional, entonces la proposici{on
Ve e A, P(z)
es verdadera siy solo $l(a) es verdadera patadoslosa € A.

Si P(x) es una funcion proposicional, entonces la proposicion
dJre A | Px)
es verdadera si y solo 8l(a) es verdadera paggina € A.

3. Negacon de cuantificadores

La negacion de una proposicion cuantificada es tambiamproposicion, que a su vez puede
describirse con un cuantificador. La proposicion (Vx) P(z) es verdadera si 'y solo 8i(x) es
verdadero para tode. Su negacion es una proposicion que es falsa siemprespeeverdadera,
y que es verdadera siempre qusea falsa.

Luego—p es la proposicion que es verdaderasic) es falsa para algin valor dey que
es falsa siP(x) es verdadera para todos los valores:d®icho de otro modo, es verdadera si
—P(z) es verdadera para algun valor dees falsa si-P(z) es falsa para todos los valores de
x. Luego

- (Va, P(z)) =3z | - P(x).

Por ejemplo, la negacion de la proposicitodos los ameros son positivoss: existe un
nimero que no es positivo
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Analogamente, la negacion de la proposicion| P(z) sera verdadera siy solo Bi(z) es
falsa para tode, y falsa siP(x) es verdadera para alganEquivalentemente;(3z | P(z)) es
verdadera stP(z) es verdadera para todoy es falsa si-P(z) es falsa para algin. Luego

—(3z | P(z)) = Vz, - P(x).

Por ejemplo, la negacion de la proposicixiste un fimero que es primes la proposicion:
Todos los ameros cumplen que no son primodgo que coloquialmente es equivalertiéngin
nimero es primo

4. Ejercicios

1. Para cada una de las siguientes proposiciones analiaebe verdad de las mismas
y escriba, en forma simbolica, su negacion. Asuma quedeahles toman valores en
el conjunto de los nUmeros reales.

a) dr,3-x—2=—-4x+1 ) Ve, xr4+2=0

b) Vo, 3.2 —2 # —4x + 1. ) Vo, 3y | 2% +v* = (v +y)?)
) dz |2 +x+1=0 K) Vo, (Vy, z+y=y+x)

d Ve, (z—1)-(z+1) =2 -1 ) 3z | (Vy, x +y=0)

e Jx|2*+1>0 m 3z eR|2?+x =2

f)y Vo, 22 +32+2=0 nNireR, 2<z<?

g dr|z=—x A)VzeR, z<3ox>$

h) 3z | 234+62°+112+6 = (z+3)-(z+1)

2. Escriba las siguientes frases con notacion logica yilestambién sus negaciones.
Cuando use cuantificadores especifique los universos;aeullisi no se especifica
ningln universo:

a) Paratoda > 0, existen enN tal quen > zy z > 1/n.
b) Paratodan, n € N existep enN tal quem < pyp < n.
c) Existeu € N tal queun = n para toda: € N.

d) Para cada € N existemn € N tal quem < n.

e) Paratoda: € N existern € N tal que2™ < nyn < 2™+,



CAPITULO 6

OTROS CONECTIVOS

1. Condicional o implicacibn

Otra forma de conectar dos proposiciopeg ¢ es diciendo: “si se cumple p entonces se
cumple g”, es decir por medio de una implicacion. Este covetdgico se llamacondicional
o implicaciony se simboliza con--.

EJEMPLO 6.1. Supongamos que para regularizar cierta materia esargceontar con el
80 % de asistencia. Entonces podemos conectar las propuesci

p: “He regularizado la materia”,

q: “He asistido al 80 % de las clases”,

con el conectivo condicionat-:

p = ¢: Si he regularizado la materia entonces he asistido al 80 PAsddases.

La proposiciory en la implicacion o condicional = ¢ es lo que se afirma que ocurre si
se cumple la proposicign También decimos quees elantecedentg ¢ es elconsecuenteEl
condicional es verdadero si el antecedenes falso, o si el antecedente y el consecuente son
ambos verdaderos. La implicacion o condiciopat- ¢ es falsa solo sp es verdadera y es
falsa.

La siguiente tabla corresponde a los valores de verdad deplecacion:

P|l|q|P=4q
Vv, VvV
VIF| F
F\Vi V
FI\F| V

En una implicaciém = ¢, p es lacondicbn suficientgaraq y ¢ es lacondicbn necesaria
parap. Es decir, esuficienteque ocurrgp para que ocurrg, y necesariamentecurrirag si
ocurrep.

A diferencia de los otros conectivos, la tabla de verdad detlicional no se condice con
el uso que hacemos de este tipo de expresiones en el lengiajalnPor ejemplo, para el

lenguaje cotidiano, la expresit@i llueve entonces Juan usa paragpaseciera que indica que
47
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si no llueve entonces Juan no usa paraguas. Es decir, moveedadera la proposicion si el
antecedente es falso y el consecuente verdadero. Sin emparg la ldgica esto es verdadero.

Si p = ¢ es una implicacion, entoncgs= p es lareciproca —p = —¢ es lainversay
- g = —p es lacontrarredproca Las tablas de verdad paga= p, - p = —qy ~q¢ = —p
son:

Pl1q|q9=Pp Pl q|"pP="¢q plq|q="p
Vv, VvV ViV V ViV V
VIF| V VIF V VIF F
FiVvi F Vv F F |V V
FIF| V FF v FF V

Observemos que los valores de verdad de una implicacién ¢ y de su contrarreciproca
- ¢ = —p son los mismos para todos los valorespde ¢ posibles, es decir, sdbgicamente
equivalentes.

Debemos notar que hay otras formas de expresar un condigjoeao es necesariamente
el si...entonced.os siguientes ejemplos también son condicionales datadp = ¢:

= Viajo en taxi si estoy apurad@p : “Estoy apurado”y : “Viajo en taxi”.)

= SOlo si es &bado voy al cing(p : “Voy al cine”, ¢ : “Es sabado”.)

= Es suficiente que llueva para que me quede en ¢asdLLueva’, ¢ : “Me quedo en
casa’.)

2. Bicondicional o doble implicacon

Una proposicion bicondicional sera verdadera si y solansbas proposiciones tienen el
mismo valor de verdad. El bicondicional entrg ¢ se simbolizay < ¢y se leep siy Dlo sig.
El bicondicionalp < ¢ puede pensarse también como la proposicion compuesta

(p=q) N(g=Dp)

EJEMPLO6.2. Supongamos que para aprobar un parcia@llgebra la nota debe ser mayor
gue 4. Entonces con las proposiciones simples

p: “Apruebo un parcial”,

q- “La nota es mayor que 47,

y el conectivos formamos la proposicibn compuesta

p < ¢. “ Apruebo un parcial si y s6lo si la nota es mayor que 4.
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La siguiente tabla corresponde a la doble implicagi@a q:

b<=q

R BES I S e~
S BT B
< T w <|?

Es un ejercicio sencillo comprobar que esta tabla coinoitela tabla de verdad de =
q) A (g = p).

3. Argumentos y demostraciones

En las futuras clases de algebra, analisis, y otras raatde nuestras carreras, veremos a
menudo enunciados con el nombre de Teoremas, Lemas, Rnopesi, Corolarios, etc. Este
tipo de enunciados afirman que dadas ciertas hipotesisgglewna conclusion. Estos enun-
ciados no son decretos ni leyes, sino que deben ser denastydd demostracion o prueba de
los mismos hace uso de la logica. Por ejemplo, si afirmamesigun rimero es raltiplo de 4
entonces es @ttiplo de 2 esto tiene como hipbtesis que cierto numero es multipld, y como
conclusion que el nUumero es maltiplo de 2.

Para demostrar que la conclusion es cierta, se suelen nsataulos siguientes caminos:
la demostracion directa o la demostracion indirecta. emdstracion directa es aquella que
nos muestra que siempre que las hipotesis sean verdagecample que la conclusion lo es.
Por ejemplo, si un nUmero es multiplo de4, es porque: = 4 - k, para cierto enteré. Pero
entonces = (2 - 2) - k, y por la asociatividad del producto resulta= 2 - (2 - k), es decir que
n es maltiplo de.

En la demostracion indirecta o demostracion por el alsssedhace uso del hecho que la
implicacionp = ¢ es lbgicamente equivalente-a; = — p. Es decir, se demuestra que siempre
gue el consecuente es falso también el antecedente loie®nAsuestro ejemplo, deberiamos
probar que si no es mltiplo de 2 entonces tampoco es mltiplo de 4.

No es el objetivo de este cursprender a probar o a demostrapero al menos dar una
breve introduccion sobre qué significa hacer la demastnagc prueba de un teorema u otro
enunciado, ya que muy pronto veremos muchos de estos cas@ssad formas de demostrar.

Por ejemplo, en los ejercicios y futuros examenes, suglareaer preguntas del tipo: deter-
mine si el siguiente enunciado es verdadero o falso. Jugtig respuesta dando una prueba o
un contraejemplo, segun corresponda.

¢ Qué significa esto?
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Justificar dando ungruebasignifica dar una demostracion directa o indirecta de lo que
gueremos probar; es decir, argumentar que a partir de lagdsig y siguiendo un razonamiento
l6gico se puede llegar a la conclusion, o bien mostrar gleeconclusion no es cierta entonces
alguna de las hip6tesis no se cumple.

En cambio la justificaciobn mediante gontraejemplaonsiste en dar un ejemplo en el cual
se cumplen las hipbtesis pero no se cumple la conclusion.

Por ejemplo, ante la afirmaci@iun rimero es natural entonces es pbasta con notar que
el nlmera3, que cumple con la hip6tesis de ser natural, no es un nipaer&ste contraejemplo
sirve para mostrar que la afirmacion es falsa.

4. Combinacibn de proposiciones con conectivo$gjicos

Utilizando los conectivos l6gicos estamos en condiciaheg$ormar proposiciones com-
puestas. Si no tenemos el cuidado de hacer un uso adecuanopdeéntesis podremos formar
expresiones que son ambiguas e imposibles de interpretagjémplo

4.1) p=pAq=r

puede ser interpretada coryo=- (p/A¢q)) = r 0 como(p = p)A(q = r), 0 también hay otras
posibilidades. Por lo tanto expresiones como (4.1) no soecas y deben ser evitadas con un
uso adecuado de paréntesis. Sin embargo, el exceso degsgésuele generar expresiones
largas y dificiles de leer y, por lo tanto, se han creadoaglara eliminar algunos de ellos.
Estas reglas son llamadeeglas de prioridadb de precedenciaGeneralmente cada conectivo
tiene una prioridad dada, y las conexiones con una priondad alta introducen una union
mas fuerte que las conexiones con una prioridad mas bajaohexion— tiene la prioridad
mas alta. Por ejemplo, la proposiciép V ¢ debe ser entendida congep) V ¢, y no como

—(p V q). En el caso de las conexiones binarias el orden de priorsjagemayor a menor, es

A, V, =Y <. Pese a que la prioridad dees mayor que la dg, suele no hacerse distincion
entre ellos y escribir los paréntesis correspondientes @atar confusiones. Lo mismo puede
decirse de la relacion entre y <. Veamos ejemplos donde se aplica el uso de las prioridades:
p = p A g, debe ser interpretada compo=- (p A q). La expresiorp vV —r < p A ¢, debe ser
interpretada com@p v (—r)) < (p A q). Pese a estas reglas algunas expresiones requieren el
uso de paréntesis. Por ejemplo, la expresion (4.1) esqaraby debe distinguirse si se trata de
(p=(pAq))=r,0bienp= ((pAgq)=r).
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Ahora estamos en condiciones de evaluar el valor de verdadalguier proposicion com-
puesta teniendo en cuenta los valores de verdad de las priopes que la componen y los
conectivos logicos.

EJEMPLO6.3. Dar la tabla de verdad paig= ¢q) A [(¢ A —1) = (p V)]

pla|r|p=a|grn-r|pVr|@Ah-r)=@Vr)| (=g A[gh-T)=(pVr)]
vVivIiv] v F v v 1%
VIVIF| Vv 1% 1% 1% 1%
VIF|V| F F 1% 1% r
VIFIF| F F 1% 1% F
FlV| V| Vv F 1% 1% 1%
FIV|F| Vv 1% F F F
FIF|V| V ja 1% 1% 1%
F|F|F| Vv F F 1% 1%

5. Ejercicios

1. Seam, q, r las proposiciones siguientes:
p: “ esta lloviendo”
q: “el sol esta brillando”
r: “hay nubes en el cielo”.
Traduzca lo siguiente a notacion logica, utilizandeq, » y conectivos logicos.
a) Estalloviendo y el Sol esta brillando”.
b) Si esta lloviendo , entonces hay nubes en el cielo.
c) Sino esta lloviendo, entonces el Sol no esta brillandayrubes en el cielo.
d) El Sol esta brillando si y sblo si no esta lloviendo.
€) Sino hay nubes en el cielo, entonces el Sol esta brillando.

2. Seanp, ¢ y r como en el ejercicio anterior. Traduzca lo siguiente a oraes en es-
pafol.
a) (phg) =r
b) =(p=(¢Vr)
) p=r)=4q
d) ~(p<(qVvr))
e ~(pVag Ar
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. Supongamos que todos los dias que llueve Juan usa psra@ueales de las siguientes

proposiciones puedes asegurar que son verdaderas y oogiegdes asegurar?
a) Sillueve entonces Juan usa paraguas.
b) Si Juan usa paraguas entonces llueve.
¢) Si Juan no usa paraguas entonces no llueve.
d) Sino llueve entonces Juan no usa paraguas.
€) Sino llueve entonces Juan usa paraguas.

. Escriba la reciproca, la contrarreciproca y la invaetsacada una de las siguientes

implicaciones:
a) Si4 es par entonces > 0.
b) 2+3=5sil1+1<3.
c) Si4 esimpar entonces > 0.
d) Si1+1 < 3 entonce2 = 4.

. Determine los valores de verdad de las siguientes prapasis compuestas.

a) Si2+ 2 =4entonce + 4 = 8.
b) Si2 + 2 = 5entonceg + 4 = 8.
c) Si2+ 2 =4entonce + 4 = 6.
d) Si2+ 2 =5entonce + 4 = 6.

. Suponiendo que =- ¢ es falso, indica los valores de verdad para

a) pAgq b) pVq C)qg=rp

. Sabiendo que la proposicion compuestay) V (¢ = p) es falsa, indique cual es el

valor de verdad de las proposicioney q.

. Indique para qué valores de verdagde; resulta verdadera la proposicion compuesta

(p=q) A (—g = p).

. Para las siguientes proposiciones compuestas, elasotallas de verdad correspon-

dientes:

a) ~(pAq)

b) = (pVq)

0 (p=aq=[pV-q= (@A)

d) [(pVag) Ar]= (pA—q)

& [peqVip=r)]=(-qAp)

f) =(pAq@)V(rA-p)

9) PVOACEPVOAPY-g)A(mpV—g)



